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PRESENTACION

Llegamos a la temporada 16 del blog “Numeros y hoja
de calculo”. No era un objetivo el llegar tan lejos cuando
se inicid, pero no han faltado temas en estos afnos
transcurridos.

Por la edad del autor, no se esperan muchas mas
temporadas activas de este tipo, pero a veces las
previsiones son contrarias a las légicas. De hecho, en
esta temporada, algunos problemas de salud han tenido
como consecuencia un aumento de material publicado,
al disponer de mas tiempo de uso del ordenador.

En este curso 2023-24 se han desarrollado tres temas
monograficos: “Los numeros aritméticos” , “Los
semiprimos” y “Un numero y sus cifras”. Como todos los
temas desarrollados en el blog, se estudian en un nivel
medio de conocimientos, y dando espacio a las
curiosidades. También, como es nuestra costumbre, se
convertiran en publicaciones dentro de la web
hojamat.es y en academia.edu.
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REGRESOS

REGRESOS 8 — DIFERENCIA ENTRE
CATETOS

En el aifo 2010 se publico en este blog una entrada
dedicada a los numeros

1, 7, 17, 23, 31, 41, 47, 49, 71, 73, 79
(https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/10/1-7-17-23-
31-41-47-49-71-73-79-primera.html), relacionados con
las diferencias entre catetos en una terna pitagorica.

También se estudié el caso de los catetos consecutivos
en tres entradas sobre “Oblongos y pitagoéricos”

(https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/03/oblongos-
y-pitagoricos-1.html y siguientes)

En estas entradas se llegé a que las diferencias entre
catetos en ternas primitivas solo pueden ser 1, 7, 17,
23, 31, 41, 47, 49, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 119,
...(http://oeis.org/A058529), que se caracterizan porque
sus factores primos son del tipo p=8k+1 o p=8k-1.

Como en otras ocasiones, la disponibilidad de nuevas
tecnicas y herramientas nos lleva a regresar a ellos,
ampliando el tema de las diferencias entre catetos.
Damos algunas vueltas mas a estas cuestiones.
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Funcién para encontrar catetos con una diferencia
dada

El primer paso para comprender el problema es tener
en cuenta que lo que pretendemos es resolver esta
ecuacion para valores enteros positivos:

X2+(x+k)*=y?

Creamos una funcion de texto que devuelve las
primeras soluciones respecto a k

function catetos_ligados$(k)
dim x,y
dim s$

x=3
s$=""
while x<500
y=x"2+(x+k)"2
if escuad(y) then ‘Es una solucion
y=sqr(y)
s=s+"## "+stry(x)+", "+stry(x+k)+", "+stry(y)+" " ‘Se
publica
end if
x=x+1
wend
if s="" then s="NO"
6



catetos_ligados=s
end function

Con esta funcion obtenemos los resultados para k=7

5, 12, 13
8, 15, 17
21, 28, 35
48, 55, 73
65, 72, 97
140, 147, 203
297, 304, 425
396, 403, 565

Si le pedimos tan solo el valor de x, resultara la
sucesion

5, 8, 21, 48, 65, 140, 297, 396, 833, 1748, 2325,
4872, 10205, 13568, 28413, 59496, 79097...

Esta sucesion coincide con la publicada en
https://oeis.org/A076296

AOTB296 ...ttt

Consider all Pythagorean triples (X,X+7,Z); sequence

GIVES X VaIUES. ...

-3, 0, 5, 8, 21, 48, 65, 140, 297, 396, 833, 1748, 2325,

4872, 10205, 13568, 28413, 59496, 79097, 165620,

346785, 461028, 965321, 2021228, 2687085, 5626320,
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11780597, 15661496, 32792613, 68662368, 91281905,
191129372, 400193625, 532029948, 1113983633

Esta sucesion posee infinitos términos, pues, segun
vimos en las entradas a las que regresamos, se cumple
lo siguiente:

Si u y v engendran una terna pitagorica mediante
las formulas 2uv, u*v? y u*+v los valores 2u+v y u
engendran otra terna con la misma diferencia de
catetos.

Asi, el primer ejemplo conseguido con diferencia 7, (5,
12,13) se ha generado con 3%+2%=13, 2*3*2=12 y 3%
2%=5, con lo que producira también diferencia 7 el par
de valores u=2*3+2=8 y v=3

Quedaria 82+3?=73, 82-3?=55 y 2*8*3=48, es decir, la
terna (48, 55, 73), con diferencia entre catetos de 7, que

figura en el listado.

Reiterando el procedimiento resultarian tantas ternas
como desearamos.

Estudio algebraico

Desarrollamos la ecuacion correspondiente a la
diferencia 7:



X+ (x+7)°=y”
2x2+14x+49=y?
Ax*+28x+98=2y°
(2x+7 )2 +49=2y?

Si cambiamos de variable: u=2x+7, nos queda 2y*
2
u“=49

De esta forma se justifica la relacidn con los contenidos
de las entradas referidas mas arriba, porque tratamos
con las soluciones de una ecuacién del mismo tipo 2x*-
y?=k, con lo que podemos aplicar lo que conocemos de
ella.

Primera recurrencia

La ecuacion 2x*-y*=k” |a escribiremos mejor como x*-
2y?=-k?, para destacar que es del llamado tipo-Pell,
pues puede basarse en esa famosa ecuacién x*-Dy*=1,
que tiene solucion si D no es cuadrado perfecto (ver en
este blog
https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/02/ecuacion-
de-pell.html) y que es parecida a ella.

La ecuacion que nos ocupa no es de ese tipo, por lo

que su resolucién es mas complicada, pero existe una

estrategia, si se dispone de una solucion particular,

para generar mas soluciones (quizas no todas).

Consiste en aplicar la recurrencia propia de la ecuacion
9


https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/02/ecuacion-de-pell.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/02/ecuacion-de-pell.html

de Pell (aunque la que tratamos sea solo tipo-Pell), que
copiamos de la entrada referida:

Xy +Y VD = (Xn1+Yn1VD) (Xo+YoVD)

En este caso disponemos de la primera terna (5, 12,
13), y sabemos ya que si hacemos u=2x+7, se cumple
que 2y*u®=49, con lo que, cambiando la variable,
X,=2*5+7=17 e Y, es la hipotenusa 13 de esa terna, y
ambas cumplen 17%-2*13%=-49, luego (17, 13) es una
solucion particular (X, Y,).

Ahora hay que tomar como (X,,Yo) una solucion de la
ecuacién de Pell x*-2y?=1, que claramente puede ser
(3, 2). Todo esto parece complicado, pero repasando se
entiende. Resumimos:

(X,.Ys) es una solucién de x*-2y*=-49, y podemos elegir
el par (17,13)
(Xo,Y) es una solucién de x>-2y*=1, y elegimos (3,2)

Segun nuestra entrada referida, separando términos
queda:

Xn = Xn-1XO+Yn—1YOD
Yn = Xn1Yo+YniXo
En nuestro caso

Xn = 3Xn1+2*2Y 4
10



Yn = 2Xn_12+3Yn_1

Asi podemos buscar otras soluciones a partir de 17 13.
Lo hemos intentado y resulta que nos devuelve todas
las soluciones que deseemos, pero partiendo de X, nos
lleva a X,+3. En la siguiente tabla lo destacamos:

Genera a(n+3) |Variables de recurrencia
X u=2x+7 Hipotenusa h| Otro cateto
5 17 13 12
8 23 17 15
21 19 35 28
18 103 73 55
65 137 97 72
140 287 203 147
297 601 425 304
396 799 565 403
833 1673 1183 840
1748 3503 2477 1755
2325 4657 3293 2332
4872 9751 6895 4879

La zona amarilla destaca las soluciones que no se
obtienen por recurrencia. Las dos columnas centrales
se han obtenido con la recurrencia explicada, a partir de
(17, 13). El valor de X se obtiene de u=2x+7 o x=(u-
7)/2, y el del otro cateto, restando 7 unidades a X.
Hemos comprobado que esta recurrencia nos devuelve
mas ternas, y se puede aplicar a cualquier otro valor de
K.
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Otros aspectos del problema

También se cumple que u®+7°=2y* por lo que u
pertenece a https://oeis.org/A076293, ya que la media
cuadratica de los dos cuadrados, u®y 72 es entera. Esto
ocurrira en general, para un valor k adecuado de la
diferencia: u?+k’=2y*, con lo que u=2x+k siempre
pertenecera a esa sucesion.

Si nos limitamos a ternas pitagoricas primitivas, un
cateto podria representarse com u®Vv? y el otro como
2uv, segun un procedimiento muy conocido. En este
caso, salvo quizas el signo, se cumplira que u?v*-
2uv=k, o bien:

(u-v)%-2v3=k

Segun las propiedades de estas ternas, las bases de
los dos cuadrados han de ser de distinta paridad y
numeros primos entre si. Por eso k ha de ser impar.
Esto justifica el que los valores de k posibles han de
pertenecer a la sucesion 1, 7, 17, 23, 31, 41, 47, 49, 71,
73, 79,...pues estos son las soluciones de la ecuacion
x?-2y?=k, similar a la obtenida con cambios de variables
adecuados. En https://oeis.org/A058529 se explica su
propiedad de tener solo factores primos del tipo 8k+1 o
del 8k-1.
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Una propiedad interesante derivada de todo lo anterior
es que si un valor de k es valido para ser diferencia de
catetos, también los es k2 porque ambos son
soluciones de una ecuacion del tipo x*-2y*=k. Lo hemos
comprobado con la funcion catetos ligados. En la
imagen se refleja esta propiedad en el caso de k=71:

K 71

## 13, 84, 85#% 160, 231, 281 ## 213, 284, 355#% 280, 351, 449

K~2 5041

# 023, 5064, 6035 ## 2040, 7081, 7369

Segunda recurrencia

En OEIS A076296 se propone una ecuacion de

recurrencia para los valores X del cateto menor en el

caso ya estudiado de k=7. Es esta:
a(n)=6*a(n-3)-a(n-6)+14.

La hemos comprobado con nuestra herramienta
ecurrecurre (ver listado de herramientas para el blog en
http://www.hojamat.es/sindecimales/otros.htm) en el
apartado de recurrencias no homogeneas.

En esta captura de pantalla se pueden comprobar los
coeficientes 6, -1, 14
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| Orden | 3 | Homogénea | No homogénea | Resolver
5 48 297 1748 10205
14,07143 -2,089286 14
4,336735 -0,635204 -1
-0,744898 0,109694

Hemos copiado los términos de tres en tres.

Este resultado nos anima a probar cono otros valores
posibles de k. El siguiente es 17. En primer lugar,
hemos creado la sucesion de lados de las ternas
usando nuestra funcion para VBasic:

## 7, 31, 25## 28, 73, 53 ## 51, 119, 85 ## 88,
193, 137 ## 207, 431, 305 ## 340, 697, 493 ##
555, 1127, 797 ## 1248, 2513, 1777 ## 2023,
4063, 2873 ## 3276, 6569, 4645 ## 7315, 14647,
10357 ## 11832, 23681, 16745 ## 19135, 38287,
27073 ## 42676, 85369, 60365

A continuacion hemos seleccionado los catetos
menores de tres en tres (los que aparecen en negrita).
Los hemos volcado como datos en ecurrecurre,
eligiendo el caso de “No homogénea”. El resultado
confirma nuestra intuicion. Se mantienen los
coeficientes y el término independiente resulta ser 2k,
como en el caso de k=7:
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| Orden | 3 | Homogénea | No homogénea| Resolver
7 88 555 3276 19135

» 11,20588 -1,669118 34
i 1,378893 -0,20199 -1
) -0,237024 0,035035 6

No es de extrafnar el valor de 34, ya que, en realidad,
todas estas sucesiones estan ligadas con
https://oeis.org/A076293, que contiene los valores de
2x+k, segun _vimos mas arriba. En _esta sucesion la
recurrencia_es_homogénea: a(n)=6a(n-3)-a(n-6), segun
hemos comprobado también. Por eso se produce un
desfase entre ambas sucesiones, que se traduce en el
término independiente 2k.

Sea x(n)=(a(n)-k)/2. Podemos manipular la ecuacion de
recurrencia:

a(n)-k=6(a(n-3)-k)-(a(n-6)-k)+4k
(a(n)-k)/2=6((a(n-3)-k)/2)-(a(n-6)-k)/2+2k
Y queda x(n)=6x(n-3)-x(n-6)+2k

Hemos demostrado que los valores de X para cualquier
valor de k se pueden encontrar mediante la recurrencia
a(n)=6a(n-3)-a(n-6)-2k, basandonos en que Ilos
términos de https://oeis.org/A076293 se generan con
esta otra: a(n)=6a(n-3)-a(n-6).
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REGRESOS 9 - COMO UNA FUNCION
INVERSA

Hace tiempo publicamos unas entradas dedicadas a
investigar si un numero es el resultado de aplicar una
funcion aritmética a otro. No llamamos funcion inversa a
este proceso porque normalmente cada numero puede
provenir de varios origenes distintos.

Dado un numero natural N cualquiera se intenta
encontrar otro numero M natural tal que al aplicarle una
cierta funcion aritmética, nos resulte el primero, es decir
F(M)=N.

Como en teoria de numeros suelen existir varias
soluciones, elegiremos siempre la menor de ellas. La
representaremos con el prefijo MF seguido del nombre
de la funcién.

En este regreso al tema prescindiremos de algunos
detalles, e intentaremos generalizar los procesos. Lo
efectuaremos mediante una funcién que nos devuelva
el menor numero M tal que F(M)=N. Nos basaremos en
un esquema minimo, tanto en VBasic como en PARI,
dejando bien destacadas dos lineas en las que
modificaremos la funcién y la cota de busqueda.

Es muy dificil acotar la busqueda en general. Una
estrategia es la de fijar una cota, por ejemplo 10”4, para
numeros pequenos y tratar luego aparte las
excepciones. Si con una cota no aparece el resultado,

habra que ampliarla, y si se sigue obteniendo un
16



resultado negativo, buscar otros métodos teoricos para
resolver la cuestion o dejarla como conjetura.

La funcién que proponemos devuelve un cero si no
encuentra resultado, y en caso positivo, devuelve el
menor valor que cumpla los requisitos.

En los ejemplos se usan las funciones TAU, SIGMA,
PHI, que hemos usado en este blog en algun momento.
Puedes buscar ahi sus codigos o definiciones.

Esquema de funcién

Function mfun(n)
Dim k, a, f, cota
Dim vale As Boolean

'En esta linea concretamos la cota

cota = 10 ” 4 ‘Para rellenar previamente
k = 1’Inicio de la busqueda

a = 0 ‘Variable del resultado

vale = False ‘No hay todavia solucion
While Not vale And k < cota

'En esta linea concretamos la funcion

f = tau(k) ‘Para rellenar previamente
If f = n Then vale = True: a = k ‘Se encontro la solucion
k=k+1

Wend

mfun = a

End Function
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Hemos rellenado como ejemplo la funcién TAU, o
numero de divisores. Aplicada a los primeros numeros
nos devuelve las primeras soluciones de MF_TAU, es
decir, los menores numeros cuya funciéon TAU devuelve
el numero dado.

| N MF TAU(N) |
1 1
2 2
3 4
4 6
5 18
6 12
7 64
8 24
3 36
10 48
11 1024
12 60
13 4096
14 192
15 144

16 120

17 0

18 180

19 0
Es ilustrativo observar los valores que son potencias de
2, los que son libres de cuadrados, y los que dan un
cero. En los primeros se puede comprobar contando,
como 64=MF_TAU(7), ya que los divisores de 64 son
siete: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64. Los libres de cuadrados,
como el 6, se corresponden con soluciones pares, y los
que contienen cuadrados, salvo casos particulares,
provienen de impares, como 144=MF_TAU(15). El caso
del 17 y el 19 es especial, porque lo que ha ocurrido es
que la cota se ha quedado corta. La subimos y queda:
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N MF_TAU(N) |

17 85538
19 262144

Estos dos ejemplos ilustran el problema con el que nos
encontraremos, y es que, a veces, la cota que fijemos
se queda pequena.

Estos valores de MF_TAU estan publicados en
http://oeis.org/A005179

1, 2, 4, 6, 16, 12, 64, 24, 36, 48, 1024, 60, 4096, 192,
144, 120, 65536, 180, 262144, 240, 576, 3072,
4194304, 360, 1296, 12288, 900, 960, 268435456

En esta pagina puedes consultar algunos valores
concretos de esta funcion. Por ejemplo, para N=p
primo, el resultado es 2%(p-1). Para un semiprimo de
tipo N=pq con p<=q obtendriamos 3*(p-1)*2”*(q-1).
Son resultados faciles de razonar, pero no es nuestro
objetivo seguir con ellos.

Observamos que los resultados aparecen de forma
irregular y que algunos, como el ultimo, requieren cotas
grandes. Esto justifica que pensemos en una version en
PARI, que aporta mas velocidad y un rango mayor de
valores. Podemos usar este cddigo:

ff(n)=numdiv(n) \\Aqui definimos la funcién
mfun(n)={my(cota=10"8,k=1,a=0,vale=0,f);while(vale
==0& &k<cota,f=ff(k);if(f==n,vale=1;a=k);k+=1);a}\\El
mismo algoritmo
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for(i=1,20,print1(mfun(i),”, ")) \\Pedimos resultados en
un rango

El cédigo esta adaptado a nuestro ejemplo, la funcién
TAU. En la primera linea escribimos la funcion (aqui
numdiv). Dentro del cddigo, podemos alterar la cota, si
vemos que es excesiva (1078).

Lo hemos comprobado en la pagina oficial de PARI
(https://pari.math.u-bordeaux.fr/gp.html)

? ff(n)=numdiv(n) \\Aqui definimos la funcidn
mfun(n)={my(cota=10"8,k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==0&Rk<cota,f=Fff(k);if(f==n,vale=
1;a=k);k+=1);a}\\EL mismo algoritmo

for(i=1,20,printl(mfun(i),"”, ")) \\Pedimos resultados en un rango

1, 2, 4, 6, 16, 12, 64, 24, 36, 48, 1024, 60, 4896, 192, 144, 120, 65536, 180, 2621
a4, 240,

Funcion SIGMA

Recuerda que la funcion SIGMA suma todos los
divisores de un numero. Generalizaciones de la misma
son las funciones SIGMA_K, que suman los divisores
elevados al exponente K

(Ver  http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2011/02/1a-
familia-de-las-sigmas-1.html y la entrada siguiente).
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Cualquier valor elegido al azar no tiene por qué ser el
resultado de este tipo de sumas. De hecho, se sabe ya
qué valores puede tomar SIGMA(N) y cuales no.

En nuestro caso deberiamos cambiar la linea que
define la funcion en VBasic:

'En esta linea concretamos la funcion
f = sigma(k) ‘Para rellenar previamente

La cota la dejamos en 1073. Pedimos resultados y nos
queda:

| N | MF_SIGMAIN] |
1 1
2 0
3 2
4 3
5 0
3 5
7 4
8 7
g 0
10 0
1 0
12 3
13 g
" 13
15 8
16 0
17 0
18 10
19 0
20 19

Observamos la abundancia de ceros, lo que significa
que para esos numeros no hay solucion. Podemos
aumentar la cota, pero ya sabemos, por estar
publicados, en qué casos ocurre esto. No tienen
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solucion los incluidos en http://oeis.org/A007369: 2, 5,
9,10, 11,16, 17, 19, 21, 22, 23... La funcién SIGMA no
puede tener nunca estos valores. No existe ningun
numero cuya suma de divisores sea 17, 19 o 21.

Si la tienen estos otros (http://oeis.org/A002191): 1, 3,
4,6,7, 8,12, 13, 14, 15, 18, 20...Por ejemplo, el valor
13 se corresponde con la suma de divisores de 9:
9+3+1=13.

Para reproducir esta situacidn podemos acudir a la
siguiente  consideracion: Para un N dado,
SIGMA(N)>1+N, porque ese seria el valor mas
desfavorable, que se da cuando N es primo. En
cualquier otra situacion, apareceran otros divisores,
superando asi el valor 1+N. asi que, N<SIGMA(N)-1.
Por tanto, si nos dan un valor fijo K=SIGMA(N), bastara
buscar N en el rango 1...K-1.

Asi que, en este caso, la mejor cota es N
Comprobamos las dos soluciones:

Numeros que siempre tienen solucion:
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N MF_SIGMA
1 1
3 2
4 3
6 5
7 4
8 7
12 6
13 9
14 13
15 8
18 10
20 19
24 14

Coinciden con los publicados:

1, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 18,
20...http://oeis.org/A002191

Observa que cuando Ila diferencia entre N vy
MF_SIGMA(N) es 1, el numero de la segunda columna
es primo.

En la tabla se intuye que los dobles de los perfectos,
como el 12, coinciden con la suma de divisores de su

mitad, el 6.

Si imponemos la condicion de que MF_SIGMA(N) sea
nula, obtendremos el conjunto complementario, de los
gue no presentan solucion:
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También hay coincidencia con lo publicado
(https://oeis.org/A007369)

Podemos usar una version en PARI:

ff(n)=sigma(n)
mfun(n)={my(cota=200,k=1,a=0,vale=0,f);while(vale=
=0&&k<cota,f=ff(k);if(f==n,vale=1;a=k);k+=1);a}
for(i=1,50,if(mfun(i)==0,print1(i,", *)))

? ff(n)=sigma(n)
mfun(n)={my(cota=200,k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==0&8&k<cota,f=Ff(k);if(f==n,vale=
1;a=k);k+=1);a}

for(i=1,50,if(mfun(i)==8,print1(i,", ")))

2, 5, 9, 10, 11, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 33, 34, 35, 37, 41, 43, 4
5, 46, 47, 49, 50,
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Las otras sigmas

Si sumamos los cuadrados de los divisores de un
numero nos resulta la funcién SIGMA 2, con los cubos
SIGMA_3 vy, en general, podemos definir toda la familia
para exponentes mayores.

¢ Qué numeros coinciden con la suma de los cuadrados
de los divisores de otros?

En este caso bastara usar las funciones predefinidas
gue ya hemos usado en otra ocasion

(Ver https://hojaynumeros.blogspot.com/2011/03/la-
familia-de-las-sigmas-2.html)

Obtenemos asi la lista de numeros cuya MF_SIGMA 2
esta definida:

| N | MF siGma 2|
1 1
5 2
10 3
21 4
26 5
50 6
85 8
o1 9
122 11
130 10
170 13
210 12
250 14
260 15
290 17
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Entre ellos estan los de la forma 1+p? con p primo.

Figuran en http://oeis.org/A001157, pero con algunos
repetidos respecto a nuestra sucesion.

En PARI

Como este lenguaje no tiene implementadas las
SIGMAS K, deberemos introducirlas en la linea de ff:
ff(n)=sumdiv(n, d, d*2)
mfun(n)={my(cota=200,k=1,a=0,vale=0,f);while(vale=
=0&&k<cota,f=ff(k);if(f==n,vale=1;a=k);k+=1);a}
for(i=1,300,if(mfun(i)<>0,print1(i,", "))

El uso de sumdiv es muy potente. Recorremos con él
los divisores d y sumamos d*2 (en este caso).

Invitamos a los lectores a ampliar la cuestion,
modificando la primera linea, a SIGMA_3, SIGMA 4, y
demas. Deben obtener:

Para SIGMA 3: 1, 9, 28, 73, 126, 252, 344, 585,
757,...(tarda un poco) (https://oeis.org/A001158)

Para SIGMA_4:1, 17, 82, 273, 626,...
(https://oeis.org/A001159)
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En PARI

mfsigma3(n)={k=0;while(k<=n&&sumdiv(k, d,
d?3)<>n, k=k+1);if(k>=n,k=0); return(k)}

Un caso atractivo es el de USIGMA, que suma solo los

divisores unitarios, que son aquellos d primos con N/d.
En este caso, la linea de ff(n) en PARI quedaria asi:

ff(n)=sumdiv(n, d, d*(gcd(d,n/d)==1))

Podemos traducir como “sumar todos los divisores d
que sean primos con N/d”

Los primeros valores de MF_USIGMA, a partir del 2,
son: 2,3,4,5,0,7,8,9,0,6,0, 13,0, 0, 16, 10, 0, 12,
0,0,0,14,0,25,0,27,0,18,0, 21, 32, 0, 0, 22, 0, 37,
0, 28 (Ver http://oeis.org/A063972)

Sumamos y contamos factores primos

Vamos a fijarnos en los divisores primos, y en las
funciones que los cuentan y suman.

Funcién Omega

Esta funcidén cuenta los factores primos distintos de un
numero natural. No se cuentan las repeticiones, sino el
numero de primos distintos. Asi, ®(6)= o(12)= o(18)=
®(24)=2, porque todos comparten dos primos distintos,
2y 3.
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Para encontrar MF_OMEGA(N) de un numero bastara
encontrar el primorial

(http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2012/02/el-
primorial.html), que contiene tantos factores primos
como indique N. Esto es asi porque los primoriales
tienen como expresion 2*3*5*...*k , y es facil entender
que son los numeros minimos que tienen k factores
primos distintos.

Para comprobarlo, volvemos a nuestro esquema de
busqueda, usando OMEGA en la linea adecuada:

'En esta linea concretamos la funcion
f = omega(k) ‘Para rellenar previamente

El resultado es:

IMF OMEGA(N)  FACTORES |
2
6
30

210
2310
30030
510510

9699690
223092870
65469693230

[3 1]

AB115,1]

AEBANS N7 1]

AEBANS AT A11,1]

[3, 10051007 11111,11[13,1]

[3 MS A7 AN 1,101 3,1][17,1]

AEBANS AT A1, 103,10017,1][19,1]

JEBANS AN 1,1013,1017,1]119,1]123,1]
AEBANS N7 A 1,10013,10017,1]19,1]123,1][29,1]

000~ kW N = =
NN NMNMNNN N NN
T a e L e L T

—
— o o e 1 1

Efectivamente, son primoriales. Los ultimos los hemos
rellenado manualmente.
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Con bigomega

Bigomega cuenta los factores primos con repeticion.
Esto cambia totalmente el planteamiento, porque es
facil ver que MF_BIGOMEGA(N)=2"N

Es facil de entender: si con factores primos distintos el
minimo vendra de productos tipo 2*3*5*7..., si se
admite repeticion, se convertirdn en 2*2*2*2...como
candidatos a MF_BIGOMEGA

Por cambiar de procedimiento, lo comprobamos con
PARI:

? mfun(n)={my(k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==088&k<10"5,f=bigomega(k);if(f==n,vale=1;
a=k);k+=1);a}

for(i=1,10,printl(mfun(i),™, "))

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024,

Sélo hemos cambiado OMEGA por BIGOMEGA.

Funcién SOPF

Esta funcidon suma los factores primos de un numero sin
contar repeticiones. Por ejemplo, sopf(84)=3+2+7=12,
porque aunque el factor 2 figura al cuadrado en la
descomposicién factorial, sélo se cuenta una vez.

Podemos definir MF_SOPF(N) como el minimo numero
cuyo resultado en la funcién SOPF es N. En el ejemplo
anterior no seria 84 el valor de MF_SOPF(12). Habria
que profundizar mas

¢,Como encontramos el valor de MF_SOPF(N)?
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Es facil encontrar una cota para un numero con un valor
de SOPF dado, sea, por ejemplo N. Todos los
sumandos primos en los que pueda descomponerse N
seran menores o iguales que N y como todos son
mayores o iguales a 2, su numero no sobrepasara N/2.
Asi que el numero buscado tendra como cota NA(N/2).
Es muy amplia, y en la mayoria de los casos se
encontrara la solucion mucho antes, pero lo importante
es que existe y nos permite acotar la busqueda. La
funcion SOPF la tenemos implementada, por ejemplo
en https://hojaynumeros.blogspot.com/2019/11/unidos-
por-el-sopf.html

Asi que en la linea de definicibn de la funcion
escribiremos f=sopf(k), dentro de nuestra funcion
basica, y como cota n?(n/2). Resultara en la busqueda:

\ N | MF_SOPF(N) |
2 2
3 3
5 5
7 7
8 15
g 14
10 21
11 11
12 35
13 13
14 33
15 26
16 39
17 17
18 65
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Parece que solo los numeros 1, 4 y 6 no son SOPF(K)
para ningun valor de K. En el caso de PARI hay que
definir sopf previamente:

? sopf(n)={my(f,s=0);f=Factor(n);for(i=1,matsize(f)[1],s+=Ff[i,1]);s}
mfun(n)={my(k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==08&k<10"5, f=sopf(k);if(f==n,vale=1;a=k);k
+=1);a}

for(i=1,20,printl(mfun(i),"”, "))

@, 2,3, 0,5, 0, 7, 15, 14, 21, 11, 35, 13, 33, 26, 39, 17, 65, 19, 51,

Con este cdédigo podemos reproducir las soluciones
contenidas en http://oeis.org/A064502

Con SOPFR

La funcidn logaritmo entero o sopfr es similar a la
anterior, pero contando los primos con repeticién. Casi
todas las consideraciones estudiadas hasta ahora
siguen siendo validas salvo algun detalle:

Ahora el 4 y el 6 poseen valores para la funcion
buscada: MF_SOPFR(4)=4=2*2y
MF_SOPFR(6)=8=2*2*2. El 1 sigue sin presentar
solucion.

La funcidn sopfr se obtiene con un cdédigo similar al de

sopf, pero los divisores primos se suman cada vez que
aparecen. Estan publicados en http://oeis.org/A056240

Funcion PHI de Euler

Otro caso interesante es el de aquellos numeros tales
que existe un X tal que PHI(X)=N. Recordamos que PHI
cuenta los numeros menores que X y que son primos
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con él, incluido el 1. Es evidente que X no sera menor
que N, lo que puede complicarnos la cota de busqueda.
En estos casos elegiremos cotas altas y estudiaremos
los casos particulares. En la linea de definicidon
escribiremos:

F=EULER(K)

La tenemos implementada en
https://hojaynumeros.blogspot.com/search?q=euler%28

Obtendremos:
| N | MF_EULER(N)]

1 1

2 3

4 5

6 7

8 15
10 11
12 13
16 17
18 19
20 25
22 23
24 35
28 29
30 31
32 51

Observamos que, a partir del 2, sélo los numeros pares
poseen valores en MF_EULER. Estan publicados en
https://oeis.org/A002202

Como en PARI esta implementada esta funcion como
eulerphi, es facil adaptar nuestro codigo a ella:
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? mfun(n)={my(k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==08&&k<10"5, f=eulerphi(k);if(f==n,vale=1;
a=k);k+=1);a}

for(i=1,2@,print1(mfun(i),”, "))

i, 3, @, 5, e, 7, @, 15, @, 11, o, 13, o, 0, @, 17, @, 19, @, 25,

Observamos que, salvo el 1, ningun impar es valor de
PHI.

REGRESOS 10 - MULTICOMBINATORIOS

En septiembre de 2009 publiqué dos entradas sobre
numeros que se pueden expresar como combinatorios
de varias formas. Se transcriben a continuacion algunos
parrafos de ellas.

Todo numero natural m se puede expresar como un
numero combinatorio, porque

m=(1)=(n" 1)

Sélo una proporcion pequefa de numeros admite otra
representacion (o varias) en forma de numero
combinatorio. Asi el 6 admite tres representaciones

El numero 35 admite cuatro

5= (- 6)- Q- 0
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Los numeros 120 y 210 admiten seis representaciones.
Aqui tienes las de 120:

120 = (120) = (120)_ (10} (19) - (16) - (1)

No hay muchos mas numeros entre los 10000 primeros
que  presenten representaciones con  tantas
posibilidades. Sin embargo, existe un numero de cuatro
cifras, capicua, que se puede representar de ocho
formas diferentes. Es el numero 3003, porque

w003 - () - (G003) - (3= ()= (- () - (D) - G

Este tipo de cuestiones se pueden abordar con hoja de
calculo de varias formas.

Estudio sin macros

Para encontrar expresiones de un numero como
combinatorio no trivial (excluyendo C(n,0), C(n,1),
C(n,n-1) y C(n,n), cuyos valores se encuentran de
inmediato), se puede formar el triangulo de Tartaglia o
Pascal en una hoja de calculo y después buscar en la
matriz correspondiente el numero que nos interesa.

Una cuestion previa es la de saber hasta qué fila del
triangulo se debe considerar, de forma que en las
siguientes no encontraremos el numero buscado N.
Una idea sencilla es la de que en la fila k el numero
combinatorio mas pequeio es C(k,2)=k(k-1)/2. Si
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igualamos a N tendremos un tope para las filas a
considerar, porque en las siguientes los combinatorios
seran mayores que N.

Despejamos y resulta:

2N=k(k-1); luego (k-1)?<2N. Esto nos proporciona una
cota para los valores de k. Tomamos parte entera y
afiadimos una unidad:

Cota = INT(W2*N) + 1

Para explorar los numeros combinatorios puedes usar
las hojas de calculo contenidas en la
pagina http://www.hojamat.es. (Ver en el apartado de
Herramientas de Combinatoria, la direccion
http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/hoja/tartaglia.xls)

Fijamos el numero a buscar, por ejemplo el 210.
Deberemos seleccionar el triangulo hasta la fila
INT(RAIZ(210*2))+1=21. En la imagen solo se incluye
parte del triangulo:
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4

1 1

1 = 1

1 3 3 1

1 4 [ 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 Fal T 1

1 8 28 56 70 56 28 ] 1

1 9 36 84 126 126 84 36 (-] 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 1 55 165 330 462 462 330 165 55 11
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66
1 13 78 288 715 1287 1716 1718 1287 715 286
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003
1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008
1 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448
1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758
1 19 17 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378
1 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125870 167960 184756
1 21 210 1330 5985 20349 54264 116280 203490 293930 352716

Encontramos 210 en la fila 21 (no se ve la otra solucion)
y en la fila 10, luego es un numero multicombinatorio.

Si hay que usar muchas filas, se puede seleccionar
todo el rango del triangulo y asignarle el nombre
de tartaglia. Luego, con la
funcion =CONTAR.Sl(tartaglia;210) se buscan las
veces en las que aparece el 210 u otro numero
cualquiera que desees probar. Incluso puedes escribir
los numeros en columna vy aplicar la férmula
reiteradamente.

Con este procedimiento puedes encontrar otros
numeros multicombinatorios, como 1540 o 7140, ...

Sus descomposiciones en factores primos nos pueden
dar una pista del porqué de su propiedad.

120= 2*2*2*3*5; 210=2*3*5*7; 1540=2*5*7*11;
3003=3*7*11*13; 7140=2*3*5"7*17
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La gran variedad de su factores primos hace que estos
nameros puedan aparecer en cocientes de factoriales,
como los usados en los numeros combinatorios.

Mediante una funcion

Se puede organizar una busqueda si se posee una
funcion sobre un numero N, tal que nos devuelva todas
las formas de ser combinatorio que posee ese numero.

Uso de la funcion COMBINAT

Podemos usar también la funcion de las hojas que nos
da un numero combinatorio, COMBINAT(N;K). Para
cada numero N a probar se organiza un bucle doble
para el indice superior m del numero combinatorio y
para k el inferior. El indice m recorrera los valores
entre 1 y el tope. El indice k recorrera todos los valores
hasta que el numero combinatorio iguale o sobrepase a
N.

Para cada valor concreto de N se cuentan las veces en
las que los valores myk producen un numero
combinatorio igual a N y se devuelven en modo texto
para posteriores operaciones. No se tienen en cuenta
los casos triviales con indices inferiores 0, 1, n-1 y n.

Una version de esta funcion puede ser:
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Function escombi$(n) ‘No se incluyen C(n,0) ni C(n,1)
Dim i, k, v, m As Double

Dim s$

s = "" ‘Contenedor de la solucion

m = Int(Sqr(2 * n) + 1) ’Un tope razonable

For i = 3 To m ‘indice superior. Se excluyen 1y 2

For k = 2 To i — 2 ‘indice inferior, sin 0, 1, n-1 yn

v = Application.WorksheetFunction.Combin(i,
k)’Numero combinatorio

If abs(v — n)<1e-6 Thens =s + " (" + Str§(i) + ", " +
Str$(k) + ")"Nueva solucién. No se usa v=n por los
redondeos

Next k

Next i

If s = "" Then s = "NO™ Si no es combinatorio
devuelve un NO

escombi =s

End Function

Se ha tenido que usar el criterio abs(v-n)<1e-6 porque
combin no da siempre un entero bien definido cuando
crece demasiado el indice superior.

Con esta funcibn se descubren los numeros
combinatorios no triviales. Por ejemplo, entre 10 y 21
obtendriamos:
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N |¢',Es combinatorio? |

10 (5, 2)(5, 3)
11 NO

12 NO

13 NO

14 NO

15 (6,2)(6, 4)
16 NO

17 NO

18 NO

19 NO

20 (6, 3)

21 (7,2)(7,5)

Siempre encontraremos una mayoria que no es un
numero combinatorio, y obtendremos un “NO”.
Seran frecuentes los numeros triangulares, que son
de la forma C(n,2), que aqui serian 10, 15y 21. En
la tabla aparece también el 20, que es C(6,3).

Podemos buscar combinatorios en cualquier rango,
tal como hemos procedido en la siguiente tabla:
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N

‘Combinatorio

6
10
15
20
21
28
35
36
45
55
o6
66
70
78
64
91
105
120
126
136

Observamos que la mayoria de soluciones son
numeros triangulares, que son aquellos en los que
el indice inferior puede valer 2. Figura el ejemplo de

(4,2)
(9,2)(5,3)
(6, 2)(6, 4)
(6,3)
(7,2)(7, 5)
(8,2)(8, 6)
(7, 3)(7, 4)
(9,2)(9, 7)
{10 2}(10 8)
(11,2)(11,9)
{8 3)(8, 5)
(12, 2)(12, 10)
(8,4)

(13, 2)(13, 11)
(9, 3)(9, 6}
(14, 2)(14, 12)
(15, 2)(15, 13)
(10, 3)(10, 7)(16, 2)(1
(9, 4)(9, 5}
(17, 2)(17, 19)

120 que usamos anteriormente.

Estan publicados en https://oeis.org/A006987, y su
programacion en PARI coincide basicamente con

nuestra funcion en VBasic.

Algoritmo sin la funcién COMBINAT

La funcion COMBINAT puede presentar errores porque
se sobrepase en los calculos la capacidad de los
registros o por redondeo de decimales. Es mucho mas
rapida la construccion de los combinatorios por filas del
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triangulo de Tartaglia, basandonos en estas cuatro
identidades:

) =1.00)=n() =" ) =

Como las dos primeras no nos interesan,
comenzariamos la busqueda en C(n, 2), y a partir de
ella generariamos combinatorios hasta el centro de la
fila del triangulo, para ignorar el combinatorio simétrico.
La funcién quedaria asi:

Function escombi$(n)

Dim i, k, v, m As Double

Dim s$

s=""

m = Int(Sqr(2 * n) + 1)’Filas del triangulo de Pascal
Fori=3Tom

k=2:v=i*(i-1)/2 Se comienza por C(i,2)

While k <= Int(i / 2) And v <= n’ Solo se llega a la
mitad de la fila y se ignora el simétrico
Ifv=nThens=s+" ("+Str§(i)+", " + Str§(k) + ")"
v=v7*(i-k)/(k+ 1) ‘Siguiente numero combinatorio
de lafila

k=k+1

Wend

Next i

If s =""Then s = "NO"

escombi=s
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End Function

Este planteamiento es mas rapido que el anterior, y da
mas seguridad en la exactitud de los calculos. En la
siguiente tabla figuran los mismos resultados, sin las
soluciones simétricas:

N |Combinatorio
6 (4,2)
10 (5,2)
15 (6,2)
20 (6, 3)
21 (7,2)
28 (8,2)
35 (7,3)
36 (9,2
45 (10, 2)
55 (11, 2)
56 (8, 3)
66 (12, 2)
70 (8, 4)
78 (13, 2)
84 (9,3)
91 (14, 2)
105 (15, 2)
120 (10, 3)(16, 2)
126 (9, 4)
136 (17, 2)

Aqui destacan mas los multicombinatorios como el 120.
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Otras posibilidades

La funcién que hemos presentado se puede convertir
en booleana, que sus salidas sean VERDADERO vy
FALSO. De esa forma seria sencillo plantear otras
cuestiones, que las dejamos como ejemplo:

Con esta funciéon en modo booleano es facil encontrar
numeros combinatorios cerca de un numero dado.
Podriamos disefar funciones del tipo SIGUIENTE o
ANTERIOR. Asi, el numero combinatorio que sigue al
4000 seria

SIGUIENTE(4000)=4005=C(90,2)

El anterior a 10000 es
ANTERIOR(10000)=9980=C(40,3)

Podriamos, igualmente, encontrar numeros
combinatorios que también fueran cuadrados, como el
4, el 36 o el 1225. Otros numeros que fueran promedios
de combinatorios... y asi podriamos seguir.

En otro ambito, hemos aplicado un algoritmo voraz para
descomponer (salvo algun resto) un numero en
sumandos combinatorios. Por ejemplo:

22324=C(211,2)+C(11,3)+C(4,1)
Nos podemos plantear otras tareas, que quedan

pendientes para algun otro momento.
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REGRESOS 11: CON UN NUMERO Y SUS
CIFRAS

Hace un tiempo, publiqué en Twitter (@connumeros)
esta identidad:

22622%2*2*6*2*2=2171712

En ella, un ndmero capicia (o palindrémico),
multiplicado por sus cifras, produce otro capicua.

Ese mismo dia comprobé esta otra igualdad:
22226+2*2*2*2*6=22322.

Por cumplirse la primera igualdad, 22622 pertenece a

http://oeis.org/A229550, aunque en la misma no se
exige que sea capicua.

Estas dos propiedades en un mismo numero me han
animado a buscar casos parecidos en los que
intervengan las cifras y se construya un numero
capicua. Para ello regresaré a una entrada antigua.

Generacién con un producto

En el ano 2018 abordé en este blog el caso de numeros
que permutaban sus cifras si se les sumaba el producto
de las mismas. Esto ocurre, por ejemplo, en
9518=9158+9*1*5*8
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(Ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2018/09/permutacio
n-de-cifras-al-sumar-su.html)

En esa entrada informaba de que Derek Orr ya habia
publicado casos similares en OEIS en 2014 (Ver
http://oeis.org/A247888 vy http://oeis.org/A243102)

En el desarrollo de los calculos se usaban las funciones
CIFRAS_IDENTICAS y PRODUCIFRAS. Esta ultima
nos sera util en las cuestiones que abordemos ahora,
por lo que se recomienda su repaso en la entrada
enlazada.

También usaremos la funcion ESCAPICUA (Ver
https://hojaynumeros.blogspot.com/2017/10/suma-de-
cuadrado-y-capicua.html)

Todos estos antecedentes justifican que el titulo de
Regresos 10 para esta entrada.

Capicua igual a otro capicua por sus cifras

En el primer ejemplo, un capicua multiplicado por el
producto de sus cifras produce otro capicua. No es
dificil construir una busqueda con esta condicion con la
funcion PRODUCIFRAS

Abordamos el primer ejemplo y sus similares:
22622*2*2*6*2*2=2171712

Al tener a nuestra disposicién las funciones adecuadas,
bastara buscar aquellos capicuas (con la funcion
ESCAPICUA) que multiplicados por PRODUCIFRAS
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produzcan otro capicua. Exigiremos que el producto de
las cifras sea mayor que uno para evitar trivialidades.

Al realizar la busqueda se comprueba que existen mas
casos de los esperados al principio, y entre ellos, el
publicado 22622:

| Capicua | Producto de cifras | Segundo capicua |
2 2 4
3 3 9
22 4 88
77 49 3773
121 2 242
131 3 393
212 4 848
464 96 44544
1221 4 4884
2112 4 8448
11211 2 22422
11311 3 33933
12121 4 48484
21112 4 84448
22622 96 2171712

Aunque se programo la busqueda hasta 100000, los
resultados se detienen en el ejemplo ya conocido. Al
proseguir mas adelante aparecieron los casos 112211,
121121, 211112, lo que hace sospechar que casi todos
los que aparezcan tendran un producto igual a 2 o 3.
Para profundizar, tradujimos la busqueda al lenguaje
PARI:

escapicua(n)={Str(n)==concat(Vecrev(Str(n)))}
producifras(n)={my(d=digits(n),p,i);p=prod(i=1, #d,

d[il);p}
es(n)={my(p=producifras(n));p>1&&escapicua(n)&&
escapicua(n*p)}
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for(i=1,10"6,if(es(i),print(i)))

Con este planteamiento aparecieron todos los ejemplos
inferiores a 1077. Abundan entre ellos los construidos
con las cifras 1, 2 y 3. El ultimo es destacable.

2, 3,22, 77, 121, 131, 212, 464, 1221, 2112, 11211,
11311, 12121, 21112, 22622, 112211, 121121, 211112,
1112111, 1113111, 1121211, 1211121, 2111112,
2223222, 4213124,...

Se puede afirmar que esta sucesion es infinita, pues
perteneceran a ella todos los numeros capicuas del tipo
11111211111, 11111311111, 111...212...111
y otros similares. Entre ellos apareceran otros como
4213124, de desarrollo mas inesperado.

Capicua mas suma de sus cifras

Otros ejemplos se pueden construir sumando las cifras
en lugar de usar su producto. También contamos con la
funcion SUMACIFRAS, que se puede estudiar, por
ejemplo, en la entrada

https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumer
os-1.html

Bastara exigir que N (capicua) mas SUMACIFRAS(N)
sea también capicua. Los primeros ejemplos son:
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Capicua Suma de cifras Suma capicua
1 1 2

2 2 4

3 3 6

4 4 8
181 10 191
191 11 202
262 10 272
343 10 353
424 10 434
505 10 315
696 21 77
767 20 787
848 20 868
929 20 949

Estos son los unicos numeros con esta propiedad entre
los menores de 1077, segun se comprueba con PARI.
Sin embargo, si se amplia el rango de busqueda
aparecen otros, como el 73999999999937, segun se ve
en https://oeis.org/A229622.

En esa pagina se afirma que la sucesion es infinita,
porque se pueden anadir, con mas cifras, numeros
similares a 1099999999999901. No es dificil razonarlo.
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Numero no capicua genera un capicua al multiplicar
por sus cifras

Podemos eliminar la condicion de que el numero que
engendra un capicua no sea €l mismo de ese tipo al
multiplicar por sus cifras. En este caso, ademas de
soluciones predecibles, aparecen otras que parecen ser
debidas a casualidades:

No capicua Producto de cifras Capicua
2 2 4
3 3 9
19 9 171
22 4 88
35 12 525
37 21 777
77 49 3773
115 5 575
116 B 696
121 2 242
131 3 393
212 4 848
464 96 44544
671 42 28182
731 21 15351
1221 4 4884
1229 36 44244
2112 4 8448
4136 72 297792
4147 112 464464
6346 432 2741472
9832 432 4247424

Es predecible que 35*3*5=525, pero los dos ultimos de
la tabla sorprenden por su similitud.
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Numero no capicua genera un capicua al sumar sus
cifras

Si en lugar de multiplicar por sus cifras, las sumamos,
se amplian los ejemplos:

| No capicua | Suma de cifras Capicua

1 1 2
2 2 4
3 3 =
4 4 8
10 1 11
20 2 22
30 3 33
40 4 44
50 5 55
60 6 66
70 7 7
80 8 88
90 9 99
91 10 101
96 15 111
100 1 101
105 6 111
124 7 131
129 12 141
143 8 151
148 13 161
162 9 171
167 14 181

Los numeros de la primera columna estan publicados
en https://oeis.org/A229545, y alli se explica algunos
ciclos de las ultimas cifras de sus elementos.

La ultima columna parece contener todos los capicuas a
partir del 11, pero no es asi, porque, por ejemplo, falta
el 121. En efecto, es imposible que cumpla la condicién:
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Si partimos de un numero de dos cifras 10a+b
tendriamos

10a+b+a+b=11a+2b=121

Como 2b<20, ningun multiplo de 11 inferior a 121 y con
a<10 presenta una diferencia menor de 20 con él. No
nos valdria 99 ni 110.

Si el numero tuviera tres cifras tampoco seria posible

100+10a+b+1+a+b=101+11a+2b, y tendriamos Ia
misma situacion. EI numero 121 es colombiano o
autonumero

(Ver nuestra explicacién en

https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumer
0s-1.html)

Segun esto, si disponemos, como es en este caso, de
las funciones ESCAPICUA y ESAUTO (ver entrada
enlazada), bastara exigir las dos condiciones para
obtener la lista de capicuas que no admiten Ia
propiedad que estamos estudiando:

51


https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumeros-1.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumeros-1.html

Capiclas autonumeros

Estan publicados en https://oeis.org/A332970

Numeros con cifras crecientes

Nos queda comprobar casos similares al recordado al
principio de este estudio:

22226+2%2%2*2*6=22322

Con multiplicacion

Ya hemos usado en otra ocasidon la funcidn
CIFRAS_CRECIENTES, que determina si un numero
posee sus cifras crecientes en sentido amplio. Puedes
consultar la siguiente entrada:

https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/06/numeros-
con-cifras-crecientes-o.html
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Con esta funcion es facil encontrar numeros con cifras
crecientes tales que, al multiplicar por todas sus cifras,
resulte un capicua. Esos son los primeros resultados:

Con cifras crecientes | Producto de cifras | Capicua resultante

2 2 4
3 3 (2]
19 g 171
22 4 &8
35 15 825
37 21 777
iT7 49 3773
115 5 575
116 B 696
1220 36 44244
12477 392 48900584
Con la suma

Volvemos a intentarlo, pero sumando el producto de las
cifras, e ignorando los productos nulos:

Con cifras crecientes | Producto de cifras Suma capicia |
12389 432 12821
12889 1152 14041
13669 972 14641
22226 96 22322
23344 288 23632
27889 8064 35933
35579 4725 40304
36778 7056 43834
44488 4096 48584
46669 7776 54445
46789 12096 58885
48999 23328 72327

Entre otros muchos resultados menores, aparece el que
encabezaba este texto: 22226+2*2*2*2*6=22322.
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Con esto finalizamos Ila exploracion de estas
curiosidades similares entre si. Se han dejado algunas
sin estudiar, como es nuestra costumbre, para dejar
otras posibilidades de exploracion y no extender
demasiado este texto.

Algunos resultados estan inéditos, pero el autor no los
va a publicar en OEIS.
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CURIOSIDADES

PERSISTENCIA MULTIPLICATIVA

Neil Sloane introdujo este término en su articulo [The
persistence of a number, J. Recreational Math., 6
(1973), 97-98] En él define esta persistencia
multiplicativa (existe otra muy popular, aditiva) de la
forma siguiente:

Se multiplican las cifras del numero (aqui solo veremos
las de base 10) y se reitera esta operacion con los
numeros obtenidos. Estos productos, como veremos,
formaran una sucesion decreciente, y se cuentan las
iteraciones necesarias hasta llegar a un producto de
una sola cifra. Al nuUmero de esos pasos se le denomina
indice de persistencia multiplicativa, y al numero final
resultante, raiz digital multiplicativa del numero (existe
otra raiz digital aditiva).

Lo vemos con un ejemplo: Iniciamos con el numero
762. El producto de sus cifras es 84. Multiplicamos
cifras de nuevo, resultando 32, y reiteramos:

762 -84 -32-6
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El que los productos sean decrecientes es facil de
entender. Si el numero es de una cifra, no hay producto
y el indice lo definimos como 0. Si tiene dos cifras, sean
ay b se tiene:

N=10*a+b>10*a>a*b, luego decrece.

Es facil usar el mismo razonamiento cada vez que se
aflada una cifra:

100a+10b+c>10*10*a>a*b*c
Y asi ocurrira al ir anadiendo cifras.

Si uno de los productos posee una cifra 0, se terminara
el proceso y su raiz digital valdra 0. Paul Erdds sugirio
ignorar los ceros en el producto, lo que daria lugar a
procesos totalmente distintos.

Si dos numeros coinciden en sus cifras salvo en la cifra
1, tendran la misma persistencia, como ocurre con 65,
165, 56111,... porque el producto de sus cifras es 30 en
todos los casos.

Si dos numeros son anagramaticos (mismas cifras con

la misma frecuencia) coincidiran también en sus
resultados. Por tanto:
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El proceso de persistencia es invariante al orden de
las cifras y a la presencia de la cifra 1, con cualquier
frecuencia.

Es facil entender que el coincidir en la persistencia
creara clases de equivalencia en los numeros naturales,
e igual ocurrira con los que coincidan en la misma raiz
digital. Seran clases distintas, e incluso podemos
considerar las clases en las que se coincida en los dos
numeros, indice y raiz.

A continuacion traduciremos todo esto a los
procedimientos de las hojas de calculo.

Uso de una hoja de calculo

Para estudiar este tema necesitamos varios procesos:
Extraer las cifras de un numero dado

Proceder al producto de las cifras

Construir el algoritmo de iteraciones hasta llegar a la
raiz digital

Expresion de los resultados, que pueden ser el indice
de persistencia, la raiz digital o una cadena de texto
que unifique ambos.

Procederemos por pasos.

Y



Extraccion de cifras

Este "proceso es habitual en nuestros trabajos. Existen
varias técnicas, y hemos elegido esta:

Public Function cifra(m, n)

'Extrae la cifra n del numero m si es natural. En caso
contrario devuelve -1. También devuelve -1 si excede
del numero de cifras

Dim a, b

If esnatural(m) Then ‘Actua sobre naturales

If n > numcifras(m) Then ‘La funcion numcifras se
anadira a continuacion

cifra = -1
Else
a=10"(n-1)

b =Int(m / a) - 10 * Int(m / a / 10) ‘Procedimiento de
troceado de la cifra
cifra=b
End If
Else
cifra = -1
End If
End Function

58



Conteo de las cifras

Public Function numcifras(n)

Dim nn, a

'Calcula el numero de cifras enteras de un numero
natural. Si no lo es, devuelve un cero

If esnatural(n) Then

a=1:nn=0

While a <= n

a=a *10: nn = nn + 1 "Va multiplicando por 10 hasta
llegaran

Wend

numcifras = nn

Else

numcifras =0

End If

End Function

Producto de cifras

Si poseemos una forma de extraer las cifras y otra de
contarlas, construir su producto es facil:
Public Function producifras(n)
Dim a, b, p, i
p = 1’Recogera el producto
a = numcifras(n) 'Se cuentan las cifras
Fori=1Toa
p = p *cifra(n, i) 'Construccion del producto
Next i
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producifras = p
End Function

Todas las funciones presentadas, aunque estan escritas
para VBasic, tienen traduccion inmediata a otros
lenguajes de programacion.

Una vez que contamos con la funcidon producto, es facil
organizar el proceso de persistencia. En un primer paso
fijaremos que el resultado del proceso se nos devuelva
en modo texto con todos los pasos y resultados. Para
estadisticas cambiaremos el resultado o bien sdlo al
indice o a la raiz digital. La funcion correspondiente
puede ser esta:

Calculo de la persistencia

Function persistencia$(n) ‘Resultado en modo texto
Dim s$
Dim a, q

s =Str$(n) + ", " ‘Inicio del resultado

a = n ‘Variable que recoge el valor de n

q = 0 ‘Inicio del indice para numeros de una cifra
While numcifras(a) > 1

a = producifras(a) ‘Proceso de persistencia
s=s+ Str$§(a) + ", " ‘Incorporacion al resultado
q=q+1

Wend
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s =s + "Indice: " + Str$(q) + " Raiz digital: " + Str$(a)
‘Creacion del resultado

persistencia = s

End Function

Con esta funcién obtenemos el historial completo del
proceso. En la siguiente tabla hemos elegido un
intervalo de numeros al azar:

Nuamero Proceso de persistencia
359 359, 135, 15, 5,Indice: 3 Raiz digital: 5
360 360, 0, Indice: 1 Raiz digital: 0

]

361 361, 18, 8, Indice: 2 Raiz digital: 8

]

362 362, 36, 18, 8, Indice: 3 Raiz digital: 8

]

363 363, 54, 20, 0, Indice: 3 Raiz digital: 0

]

364 364, 72, 14, 4 iIndice: 3 Raiz digital: 4

]

365 365, 90, 0, Indice: 2 Raiz digital: 0

]

366 366, 108, 0,Indice: 2 Raiz digital: 0

]

367 367, 126, 12, 2,Indice: 3 Raiz digital: 2

]

368 368, 144, 16, 6,Indice: 3 Raiz digital: 6

]

Se percibe un desequilibrio en los resultados. Es
evidente la gran mayoria de resultados con raiz digital
cero, pues la presencia de esa cifra detiene el proceso.
Respecto a los indices, ninguno es mayor que 3.
Escasean los indices mayores. Por ejemplo, el indice
11 no aparece hasta el numero 10233.

Hemos construido una tabla de frecuencias para las
raices digitales del 0 al 9999, para hacer patente el

desequilibrio entre ellas:
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Cifra Frecuencia

6739
13
042
9
278
171

1171
9
1049
19
Total 10000

[==]

D00 =~ O N da N =

Aparte del caso del 0, es légico que las frecuencias de
3 y el 7 sean tan pequefas, pues muy pocos productos
desembocaran en ellas. En el caso del

7, basta observar qué numeros desembocan en él:
17,71, 117,171, 711, 117, 1171, 1711, 7111

También esta lista justifica el resultado del 9, porque
todas las posibilidades de combinar la cifra 1 con la 7
son 2+3+4=9. Es facil generalizar este resultado a mas
cifras.

Persistencia con potencias de cifras

El producto de cifras se puede construir con potencias
de las mismas. Hablariamos entonces de k-persistencia
multiplicativa. Todos los numeros, salvo los
‘repunits”,1 , 11, 111, ...que tienen k-raiz digital 1, todos
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los demas poseen raiz 0. Lo hemos comprobado
modificando nuestra funcion. Este hecho resta interés a
este concepto.

TRiIOS DE CONSECUTIVOS CON LA MISMA
SUMA

El dia 5/09/2023 publiqué esta igualdad en Twitter (o0 X):
5923 es el inicio de una suma de primos consecutivos
que equivalen a otra suma de cuadrados consecutivos:
5923+5927+5939=76"2+77"2+78"2

Aunque era una propiedad particular relacionada con la
fecha, me interesé su generalizacion como forma de
practicar algoritmos y por la posibilidad de crear
igualdades similares con otros tipos de numeros.

Ideas previas

Para encontrar este tipo de igualdades se podria
comenzar recorriendo las sumas de consecutivos del
primer tipo y después buscar otro trio del segundo tipo
que coincida en la suma con ellos. Después de una
reflexion pausada quedo claro que era preferible
recorrer los posibles trios de las dos clases de forma
paralela y alternada, como una persecucion mutua:
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Sucesiones de persecucion

Podemos comenzar con los trios mas pequenos de
cada clase. En el ejemplo serian s=2+3+5=10y
t=1+4+9=14, donde la variable s representa las sumas
de primos y t la de cuadrados. Es claro que s<t, por lo
gue convendria avanzar hasta el siguiente trio de
primos, 3+5+7=15. Ahora t<s, por lo que toca avanzar
los cuadrados, t=4+9+16=29.

Ya se entiende el procedimiento elegido. Los siguientes
pasos serian: s=5+7+11=23, s=7+11+13=31,
t=9+16+25=50, s=11+13+17=41, s=13+17+19=49,
s=17+19+23=59,...Le llamaremos persecucion mutua,
porque la suma pequefia siempre perseguira a la
mayor.

Tardariamos en encontrar una coincidencia. La primera
se produce en la siguiente igualdad:
1511+1523+1531=38%+39°+40°

La distancia entre soluciones nos indica la conveniencia

de un algoritmo para hoja de calculo, que automatice el
proceso, y es nuestro objetivo principal.
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Coincidencia entre sumas

Si se consigue una coincidencia como la anterior,
deberemos publicar la solucion, con al menos el
sumando inicial de cada trio y el valor de la suma.
Avanzaremos un paso uno de los trios coincidentes, y
reanudaremos la persecucion mutua.

Estructura del algoritmo
Definiciones previas

(A) Necesitaremos dos funciones que hagan avanzar,
tanto los primos como los cuadrados, al proximo
numero del mismo tipo. Usaremos prox2 para los
primos y prox1 para los cuadrados:

function prox1(n)

dim m

m=n+1

while not escuad(m):m=m+1:wend
prox1=m

end function

function prox2(n)
dimm
m=n+1
while not esprimo(m):m=m+1:wend
prox2=m
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end function

Tienen la misma estructura, pero la primera usa la
funcion escuad y la segunda esprimo. Ambas avanzan
los numeros de uno en uno hasta llegar al siguiente
cuadrado o primo.

(B) Los trios los representaremos como un vector de
tres dimensiones, sean a(3) y b(3). De esta forma, los
trios avanzaran asi: a(1)=a(2), a(2)=a(3),
a(3)=prox(a(3)), e igual con el vector b. Estos avances
se produciran en uno u otro vector segun sean las
sumas, que almacenaremos en las variables s y t.

También definiremos el tope de la busqueda, que si es
muy grande ralentizara el proceso. Usaremos la suma

de los trios para controlar el final del algoritmo.

(C) Fases del algoritmo:

. Se inician las variables

. Los trios comienzan a avanzar con el criterio de
que el que tenga menor suma avanza.

. Si coinciden las sumas, se publican los resultados
y se sigue el avance alternativo.

. Se continua hasta que la suma llega a un tope.

Esto se puede traducir a cualquier lenguaje de
programacion, pero aqui usamos las hojas de calculo.
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Los procedimientos leecelda y escribecelda son
propios del autor, pero se pueden sustituir facilmente en
la hoja de calculo que se use.

Cédigo en Vbasic

sub trios()

‘Se dimensionan sumas, tope y vectores de los trios
dim a(3), b(3)

dim tope, s, t, fila

‘Se inician las variables y vectores

tope=leecelda(3,5,2)

s=0:t=0:fila=4
a(1)=prox1(0):a(2)=prox1(a(1)):a(3)=prox1(a(2)):s=a(1
)*+a(2)+a(3)
b(1)=prox2(0):b(2)=prox2(b(1)):b(3)=prox2(b(2)):t=b(
1)+b(2)+b(3)

'Puede darse igualdad inicial
If s =t Then
'Se publican resultados
fila = fila + 1
Call escribecelda(3, 3, fila, s)
Call escribecelda(3, 4, fila, a(1))
Call escribecelda(3, 5, fila, b(1))
a(1) =a(2): a(2) = a(3): a(3) = prox1(a(3)): s =a(1) +
a(2) + a(3)
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End If
‘El proceso continuara hasta que la suma alcance un
tope

while s<=tope and t<=tope
‘Si s<t, avanza el primer trio

while s<t
a(1)=a(2):a(2)=a(3):a(3)=prox1(a(3)):s=a(1)+a(2)+a(3)
‘Se ha producido coincidencia

if s=t then

‘Se publican resultados

fila=fila+1

escribecelda(3,3,fila,s)

escribecelda(3,4,fila,a(1))

escribecelda(3,5,fila,b(1))
a(1)=a(2):a(2)=a(3):a(3)=prox1(a(3)):s=a(1)+a(2)+a(3)
end if

wend

‘Avanza el segundo trio
while t<s
b(1)=b(2):b(2)=b(3):b(3)=prox2(b(3)):t=b(1)+b(2)+b(3)
‘Se ha producido coincidencia
if s=t then
‘Se publican resultados
fila=fila+1
escribecelda(3,3,fila,s)
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escribecelda(3,4,fila,a(1))

escribecelda(3,5,fila,b(1))
b(1)=b(2):b(2)=b(3):b(3)=prox2(b(3)):t=b(1)+b(2)+b(3)
end if

wend

wend

end sub

En pocos segundos, en un equipo antiguo, nos da los
primeros resultados:

| Suma Cuadrado inicial Primo inicial | Comprobaciones \
4565 1444 1511 38 4565 4565
17789 5776 5923 76 17789 17789
19685 6400 6553 80 19685 19685
29405 9604 97:M 98 29405 29405
33077 10816 11003 104 33077 33077
42485 13924 14153 118 42485 42485
43925 14400 14833 120 43925 43925
45389 14884 15121 122 45389 45389
68405 22500 22787 150 68405 68405
87725 28900 29231 170 87725 87725
109445 36100 36473 190 109445 109445
186005 61504 61991 248 186005 186005
189005 62500 62987 250 189005 189005
204365 67600 68111 260 204365 204365
268205 88804 89393 298 268205 268205

La tercera columna, la de los primos iniciales, esta
publicada en https://oeis.org/A298223. Es interesante
estudiar su algoritmo en PARI, porque aprovecha las
propiedades algebraicas de los cuadrados. Aqui nuestro
interés es usar un algoritmo general, y por eso no lo
hemos aprovechado.
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Otros ejemplos de comprobacién

Cuadrados y libres de cuadrados

|Suma |Cuadrados | Libres de cuadrados
14 1 3
110 25 35
434 121 143
770 225 255
1202 361 399
1730 529 574
2702 841 899
3470 1089 1155
3890 1225 1295
5294 1681 1763
7502 2401 2498
8114 2601 2703
8750 2809 2915
9410 3025 3135

La suma 14, por ejemplo, proviene de
14=12+2%+3°=3+5+6

Primos y triangulares

|Suma |Pﬁmos |Tﬁanguhres |
10 2 1
31 7 6
109 31 28
199 61 55
235 73 66
829 271 253
1135 373 351
1585 521 496
1891 619 595
2971 983 948
7039 2341 2278
8551 2843 2775
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Por ejemplo, 31 proviene de 31=7+11+13=6+10+15

Como deseabamos un algoritmo general, con estos
ejemplos queda claro que funciona.

DIVISORES Y SUMAS PALINDROMICAS

El dia 4/03/2023 publiqué en Twitter (@connumeros)
que los divisores propios del numero 4323 son todos
palindromicos (consideramos de este tipo también los
de una cifra):

1441 393 131 3311 3 1

Estudiando este hecho llegué a una sucesion de mi
amigo Claudio Meller en la que figuran aquellos
numeros cuya suma de divisores propios coincide con
la de sus simétricos o reversos

https://oeis.org/A163122).

A primera vista parecia que coincidirian los términos,
pero mi sentido matematico lo negaba, y, en efecto, la
sucesion de Claudio contiene términos, como el 840,
cuyos divisores no son todos capicuas (o
palindrémicos).

En ambos casos es evidente que solo tratamos con
numeros compuestos. La busqueda de estos numeros
no es dificil. Basta recorrer sus divisores propios y
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abandonar el proceso si aparece un divisor no capicua.
Puede ser asi:

Function esdivcapi(n) As Boolean

Dim i

Dim es As Boolean

If esprimo(n) Then esdivcapi = False: Exit Function
‘No puede ser primo

es = True ‘Suponemos que es cierta la hipotesis

i = 2 ‘Primer divisor

Whilei<=n/2 And es

Ifn/i=n\i And Not escapicua(i) Then es = False 'Si
un divisor no es capicua, cortamos el proceso

i =i+ 1 ‘Siguiente posible divisor

Wend
esdivcapi = es
End Function
Resultado:

4,6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 22, 25, 27, 33, 35,
44, 49, 55, 66, 77, 88, 99, 121, 202, 242, 262, 302, 303,
362, 363, 382, 393, 404, 453, 484, 505, 524, 543, 573,
605, 606, 626, 655, 706, 707, 726, 746, 755, 766, 786,
808, 847, 905, 909, 917, 939, 955, 968,...

Por ejemplo, los divisores propios de 524 son 262 131 4
2 1, todos palindromicos.
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Es facil, pero algo oscura, la traduccion de esta funcién
a PARI. Hemos usado esta, que da los mismos
resultados de forma casi instantanea:

is(n)=my(i=1,v=divisors(n),a=#v);if(a>2,for(i=1,a-
1,if(!(digits(v[i])==Vecrev(digits(v[i]))),return(0))),retu
rn(0));1

for(i=4,1000,if(is(i),print1(i,", "))

Este es el resultado en la pagina oficial de PARI

? is(n)=my(i=1,v=divisors(n),a=#v);if(a>2,for(i=1,a-1,if(!(digits(v[i])==Vecrev(digits(v
[i]))),return(@))),return(®));1
for(i=4,1088,if(is(i),print1(i,", ")))

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 22, 25, 27, 33, 35, 44, 49, 55, 66, 77, 88, 99, 121, 2
82, 242, 262, 302, 303, 362, 363, 382, 393, 404, 453, 484, 585, 524, 543, 573, 605, 606, 626,
655, 706, 707, 726, 746, 755, 766, 786, 868, 847, 995, 909, 917, 939, 955, 968,

1s{n)=my(1=1,v=divisors(nl),a=#y};1f(a>2Z,Torl1=1,a-1,21(] ~

(digits(vlil)==Vecrev(digits(v[i1))),return(®))),return(@));1
for(i-4,1000, if (15 (1), print1(i,, "))

v
4

Puedes comprobar este otro codigo por si te sirve de
aprendizaje del lenguaje:

is(n)=my(s);if(lisprime(n)&&n>1,s=sumdiv(n,d,digits
(d)==Vecrev(digits(d))&&d<n),return(0));s+1==#divis
ors(n)

for(i=1,1000,if(is(i),print1(i,", "))

Soluciones palindrémicas

En la lista de resultados se observan capicuas, como
303 o 484. El proceso de encontrarlos se hace mas
sencillo. Bastara llegar en el primer codigo hasta a en
lugar de a-1. Seguiremos tratando con compuestos,
pues el caso de primos nos llevaria a los “palprimos”,
que ya hemos estudiado en otra ocasion
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(https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-
primos-palindromicos.html)

La previsible nueva lista es

4, 6, 8,9, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 121, 202, 242,
262, 303, 363, 393, 404, 484, 505, 606, 626, 707, 808,
909, 939, 1111, 1331, 1441, 1661, 1991, 2222, 2662,
2882, 3333, 3443, 3883, 3993, 4444, 5555, 6666, 6886,
7777, 7997, 8888, 9999,...

La podemos crear con este codigo PARI:
is(n)=my(i,v=divisors(n),a=#v);if(a>2,for(i=1,a,if(!(dig
its(v[i])==Vecrev(digits(v[i]))),return(0))),return(0));1
for(i=4,10000,if(is(i),print1(i,", *)))

484, 505, 606, 626, 707, 808, 989, 939, 1111, 1331, 1441, 1661, 1991, 2222, 2662, 2
882, 3333, 3443, 3883, 3993, 4444, 5555, 6666, 6886, 7777, 7997, 8888, 9999,

En nuestro caso, la hemos comprobado en hoja de
calculo anadiendo la condicibn de que N sea
palindréomico.

Sucesion de Claudio Meller
Al haber acudido a esta sucesion, bueno sera adjuntar

el modo de construirla con nuestros métodos
habituales.

74


https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-primos-palindromicos.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-primos-palindromicos.html

Function igualsumconrever(n) As Boolean
Dim i, s1, s2

If esprimo(n) Or n = 1 Then igualsumconrever =
False: Exit Function

s1=0:s2=0

Fori=2Ton/2

Ifn/i=n\iThen

s1=s1+i:s2=s2+ cifrainver(i)

End If

Next i

If s1 = s2 Then igualsumconrever = True Else
igualsumconrever = False

End Function

Resultado

4,6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 22, 25, 27, 33, 35,
44, 49, 55, 66, 77, 88, 99, 121, 202, 242, 262, 302, 303,
362, 363, 382, 393, 403, 404, 453, 484, 505, 524, 543,
573, 605, 606, 626, 655, 689, 706, 707, 726, 746, 755,
766, 783, 786, 808, 840, 847, 905, 909, 917, 920, 939,
955, 968, 989,...( https://oeis.org/A163122)

Con PARI

is(n)=my(i=1,v=divisors(n),a=#v,s1=0,s2=0);if(lisprim
e(n),for(i=1,a-
1,s1=s1+v[i];s2=s2+eval(concat(Vecrev(Str(v[i])))))):
s1==s2&&s1>0

for(i=2,1000,if(is(i),print1(i,", "))
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Resultado

? is(n)=my(i=1,v=divisors(n),a=#v,s1=0,s52=0);if(!isprime(n),for(i=1,a-1,sl1=sl4+v[i];s2=s2+eval
(concat(Vecrev(Str(v[i]))})})));s1==s288s1>0
for(i=2,1000,if(is(i),printl(i,"™, ")})

4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 21, 22, 25, 27, 33, 35, 44, 49, 55, 66, 77, 88, 99, 121, 2
82, 242, 262, 302, 303, 362, 363, 382, 393, 403, 404, 453, 484, 505, 524, 543, 573, 605, 606,
626, 655, 689, 706, 707, 726, 746, 755, 766, 783, 786, 808, 840, 847, 995, 999, 917, 928, 939,
955, 968, 989,

Suma palindrémica

Por ultimo, a la condicion de que todos los divisores
propios sean palindromicos, podriamos afadir que su
suma (las partes alicuotas) también lo sea. Hemos
usado en hoja de calculo esdivcapi junto con
escapicua(sigma(i)-i), con este resultado:

[ N | sicmamynN |
4 3
6 6
8 7
9 4
10 8
15 9
21 11
25 6
49 8
23711 313
25021 323
27331 333
28841 343
34571 373

Llama la atencion la ausencia de numeros de tres o
cuatro cifras.
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GENERACION POR SUMAS ALTERNAS

El contenido de este estudio no tendra valor tedrico
destacable. Su objetivo es analizar el procedimiento
para encontrar sumas de numeros alternados que
generen uno dado N. Por alternados entenderemos
consecutivos de cierto tipo en los que se suprime uno
de cada dos. También podriamos afirmar que “se salta”
un elemento y se elige el siguiente.

Por ejemplo, 84=1+9+25+49, y esa suma es alternada
de cuadrados, porque hemos elegido una suma de
consecutivos y le hemos ido suprimiendo un término de
cada dos. Los representamos entre paréntesis:

84=1+(4)+9+(16)+25+(36)+49
Otro ejemplo es el publicado en
https://oeis.org/A300395,

que contiene todos los numeros que se forman con una
suma de nueve primos alternados. Por ejemplo:

521 = 23+31+41+47+59+67+73+83+97

En este conjunto se han ido suprimiendo los primos 29,
37,43, 53,...

Queda claro, pues, lo que entenderemos por
alternados.

Un numero N puede ser equivalente a varias sumas de
este tipo. Por eso, los algoritmos que busquen dichas
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sumas necesitaran dos bucles, pues primero hay que
analizar el inicio de la suma y luego su longitud. Para
cada inicio existiran varias posibles sumas, lo que exige
los dos bucles. En este blog hemos usado la funcién
PROXIMO en la entrada “En el punto medio de
dispares”
(https://hojaynumeros.blogspot.com/2023/06/en-el-
punto-medio-de-dispares.html) para ir encontrando
sumandos del tipo dado si conocemos el primero.

El siguiente listado es el usado para encontrar el
préximo primo, ya que usa la funcion ESPRIMO, pero
se adapta facilmente al la busqueda de otros tipos de
numeros, usando las funciones ESTRIANGULAR,
ESCUBO, ESOBLONGQO,...todas usadas en este blog y
accesibles con el comando Buscar.

Function proximo(a) As Long

Dim p, prim As Long

Dim sale As Boolean

p =a + 1: sale = False: prim =0

While Not sale ‘Reitera hasta que aparezca el proximo
If escuad(p) Then prim = p: sale = True

p=p+1
Wend

proximo = prim
End Function
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La funciéon PROXIMO puede resultar lenta, por lo que si
buscamos una suma alternada para un numero N, es
muy conveniente guardar en un vector todos los
numeros comprendidos entre 1 y N y que sean del tipo
dado. También tiene el peligro de no parar nunca, pero
en los casos habituales esto no sucede.

Estructura de un algoritmo

Segun las consideraciones anteriores, para encontrar
las sumas deseadas deberemos recorrer tres etapas:

1) Hay que encontrar todos los posibles sumandos del
tipo dado entre 1 y N. Lo explicamos con un ejemplo, el
de encontrar una suma de triangulares consecutivos
alternados cuyo resultado sea 200.

En primer lugar, usando la funcion PROXIMO, creamos
un vector que contenga todos los triangulares
comprendidos entre 1 y 200. Si llamamos s al vector,
tendriamos que s(1)=1, s(2)=3, s(3)=6, ...s(18)=171y
s(19)=190. Tomamos nota de que existen 19
triangulares que pueden ser sumandos.

El uso de un vector nos facilita el “saltar” un elemento,
pues se pasara de s(k) a s(k+2) en cada paso.

2) Se establece un bucle de busqueda del primer
sumando, que comenzara en el 1 y se avanzara hasta
190. En el ejemplo tendriamos que llegar, como

veremos, hasta un inicio de 10.
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3) Para cada posible inicio de la suma se construira un
segundo bucle que vaya afadiendo un sumando
alternado en cada paso. Para ello se ira incrementado
el indice en dos unidades cada vez. Si en uno de ellos
se alcanza el resultado de N, se habra conseguido el
objetivo. Para el numero 200 la solucion seria

10+21+36+55+78=200. Habriamos saltado los
triangulares 15, 28, 45, y 66.

Estas fases se pueden implementar en una subrutina
para VBasic con objeto de usarla en Excel o Calc.

Rutina en VBasic

El listado que sigue ha sido disefiado para Excel, pero
con un pequefo cambio se adapta a LibreOffice Calc.

fila = 14 ‘O cualquier otro valor
‘Se lee el valor de N y el tipo de sumando

n = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(9, 4).Value
tipo = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(29, 8).Value

‘Con el uso de la funcion PROXIMO se carga un vector
con candidatos a sumandos, para acelerar el proceso
i=0

k=0

While a <=n
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a = proximo(a, tipo)
Ifa<=nTheni=i+1:s(i)=a:k=i
Wend

‘Se ha construido el vector s

For i =1 To k ‘Bucle para elegir el inicio de la suma
j=i

a = s(i)

suma=a

st$ = Str$(a)

While suma <= n And j <= k — 2 ‘Bucle para construir
una suma

J =j + 2 ‘Es importante anadir un 2, para alternar

a = s(j)

suma = suma + a ‘Se construye la suma

st§ =st$ + ", " + Str$(a) ‘Modo texto para la suma

If suma = n Then

st=st+"#"+Str§((j-i)/2+1)

‘Se presenta la solucion en modo texto
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 10).Value = st$
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 12).Value =
rotulo(tipo)

End If

Wend

Next i

End Sub
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En la imagen vemos la forma en la que apareceria la
solucion en Excel:

10, 21, 36, 535, 78# 5 Triangulares

Se leerian los sumandos, el nimero de ellos, 5 en este
caso, y el tipo, “Triangulares”. Lo del este ultimo rétulo
no lo hemos explicado aqui.

Este algoritmo se podria haber construido como una
funcion, pero esta vez hemos optado por una rutina,
pues usamos una similar en una de nuestras
herramientas.

Uno de los ultimos usos, por si deseas reproducirlo, es
comprobar que el numero 5623 equivale a la suma de
nueve numeros primos alternados y que, por tanto,
pertenece a la sucesion https://oeis.org/A300395

5623=577+593+601+613+619+641+647+659+673

Si se dispone de varios tipos de numeros (en mis
trabajos uso 17), se podria construir una gran rutina que
recorriera varios tipos para buscar sumas. En la
siguiente imagen lo hemos aplicado al numero 200 con
un resultado sorprendente por el numero de soluciones:
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97, 103# 2 Primos
36, 64, 100# 3 Cuadrados
10, 21, 36, 30, 78# 3 Triangulares

46, 49, 31, 34 # 4 Compuesto

11, 13, 15, 17, 18, 21, 23, 25, 27, 25%# 10 Entero
18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32# B Entero

36, 38, 40, 42, 44# 5 Entero

47, 49, 51, 53# 4 Entero

99, 101# 2 Entero

94, 106# 2 Semiprimos

Entre ellos figura el que hemos usado de ejemplo con
triangulares.

Con esta idea finalizamos la entrada, ya que el objetivo
era disefar y explicar un algoritmo.

NUMEROS DEL TIPO N(N+2)

Los numeros del tipo N(N+2), como 3*5, 4*6 o 8*10, no
presentan propiedades trascendentes, ni han aparecido
mucho en las cuestiones de Teoria de Numeros, pero
los vamos a elegir como ejemplo de como emprender
una descripcidon lo mas completa posible de un tipo de
numeros mediante las herramientas que usamos en
este blog, en especial de las hojas de calculo.

Descripcion
El primer sentido de estos numeros es el de aquellos
que se pueden representar como un rectangulo con la

base dos unidades mayor que la altura. Esto no nos
lleva a muchas cuestiones interesantes, por lo que nos
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limitaremos a nombrarlos como “oblongos 2”.La
imagen nos representa el niumero 35=5*7:

Nos da mucha mas informacion el hecho de que
N(N+2)=(N+1)>-1, es decir, nimeros que equivalen a un
cuadrado menos una unidad (ya hemos estudiado en
este blog los que son un cuadrado mas una unidad, en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/10/regresos-5-
un-cuadrado-y-una-unidad-1.html)

Si en el ejemplo anterior, de 5*7=35, lo convertimos en
36-1=(6-1)(6+1)=6*1 obtendremos otra perspectiva de
estos numeros. Lo comprobamos en la imagen, en la
que una fila de unidades se ha movido para representar
mejor esta equivalencia:

6n2-1

5%(5+2)
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Suma de impares consecutivos

En una entrada reciente hemos estudiado la posibilidad
de representar un numero como suma de enteros
impares consecutivos si equivale a una diferencia de
cuadrados, como seria nuestro caso, N(N+2)=(N+1)*-
12,

Segun las técnicas que estudiamos en ella, 35 deberia
ser equivalente a 3+5+7+9+11, y esta propiedad la
compartiran todos los de este tipo, que seran
equivalentes a una suma de impares consecutivos entre
3y 2N+1.

La siguiente imagen lo explica mejor. Cada impar seria
el gnomon (figura en angulo) destacado en colores
alternos: 3+5+7+9+11.

W ===

Listado de estos nimeros

El contar con una féormula y un desarrollo en sumas
facilita la busqueda de estos numeros, que se hace
trivial. No obstante, repasaremos algunas herramientas:

Con el Buscador de Naturales
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En estos casos es muy intuitivo nuestro Buscador
(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
entas/herrarit.ntm#buscador)

En la siguiente captura de imagen observamos que la
unica condicion es que N+1 sea un cuadrado:

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el nimero 1
Jam. Solucion Detalles
1 3 Hasta el nimero 100
2 8
a 15 Con estas propiedades:
4 24
7 35 ES CUADRADO[M+1)
E 43
7 63
g 80
| 93

Con esa condicion obtenemos un primer listado de los
numeros tipo N(N+2), lo que no es ninguna proeza.
También podemos acumular impares. La primera
condicion es NO PAR, y en la segunda solicitamos
evaluar las sumas parciales:

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el nimero 3
Mim. Solucion Detalles
1 3 3 Hasta el numero 20
2 5 8
3 7 15 Con estas propiedades:
4 9 24
3 n 35 NO PAR
5 13 48 EVALUAR TOTALES
7 15 63
a8 17 80
3 19 99

Volvemos a obtener la misma sucesion. Por ultimo,
exigimos que su férmula sea N*+2N+0, con la condicién
de que sea una férmula cuadratica de coeficientes 1, 2
y 0.
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Resultado de la busqueda Fin

Buscamos desde el ndmero 2
Nam. Solucidn Detalles
1 3 172+ 21+ 0 Hasta el nimero 200
2 ] =22+ 272+ 10
3 15 32+ 23+ 0 Con estas propiedades:
4 24 472+ 274+ 0
3 35 52+ 25+ 0 CUADRATICO 120
5 48 62+ 26+ 0
7 63 =72+ 27+ 10
8 80 82+ 28+ 0
g 99 92+ 29+ 0
10 120 102+ 2=10+ 0
il 143 "1M"2+ 2=11+ 0
12 168 T12°2+ 2712+ 0
13 195 132+ 2713+ 0

Las tres técnicas coinciden pues en el listado 3, 8, 15,
24, 35, 48, 63, 80, 99, 120, 143, 168, 195,...que esta
publicado en https://oeis.org/A005563

0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99, 120, 143, 168, 195,
224, 255, 288, 323, 360, 399, 440, 483, 528, 575, 624,
675, 728, 783, 840, 899, 960, 1023, 1088, 1155, 1224,
1295, 1368, 1443, 1520, 1599, 1680, 1763, 1848, 1935,
2024, 2115, 2208, 2303, 2400, 2499,

Funciones en VVBasic

Los factores de N(N+2) no han de ser primos, por lo
que para saber si un numero es del tipo “oblongo_2”" no
es de mucha utilidad el descomponer en factores
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primos. Es preferible exigir que su consecutivo sea
cuadrado. Podemos usar esta:

Function oblongo2(n) As Boolean

If escuad(n + 1) Then oblongo2 = True Else
oblongo2 = False

End Function

Con ella podemos buscar ejemplos para numeros
mayores. En la imagen hemos descompuesto los
primeros oblongos 2 a partir de 100000:

[ nps2) | N | w2 ]
100488 316 318
101123 317 319
101760 318 320
102309 319 321
103040 320 322
103683 321 323
104328 322 324
104975 323 325
105624 324 326
106275 325 327
106928 326 328
107583 327 320
108240 328 330
108899 320 331
109560 330 332

Recurrencias

Los numeros expresados con polinomios de segundo
grado suelen presentar multiples recurrencias.

Recurrencia con el anterior
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La primera recurrencia que se nos ocurre es la derivada
de que sean sumas de impares consecutivos, luego
seguimos a Vincenzo Librandi en OEIS:

a(n) = a(n-1) + 2*n+1

Es tan sencilla de interpretar que la dejamos asi.
Recurrencia con dos términos

Es facil probar que a(n)=2a(n-1)-a(n-2)+2
Aplicamos definiciones:
2a(n-1)-a(n-2)+2=2(n-1)(n+1)-(n-2)*n+2=2n>-2-
n?+2n+2=n*+2n=n(n+2), luego equivale a a(n).
Es facil su comprobacion:

15=2%8-3+2, 24=2*15-8+2, 35=2*24-15+2,...
Recurrencia con tres téerminos
A(n+2)=3a(n+1)-3a(n)+a(n-1)

Tiene la ventaja de que es homogénea, sin término

independiente, y aparece a menudo en cuestiones de
numeros figurados.

En lugar de demostrarla algebraicamente, hemos
acudido a nuestra  herramienta  ecurrecurre
(http://www.hojamat.es/blog/ecurrecurre.xlsm)

Tiene fallos en su funcionamiento, por lo que no se
ofrece como herramienta general en Hojamat.es.
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Con ella se obtienen los coeficientes 3, -3 y 1 que
figuran en la férmula de recurrencia:

A. Roldan 2021

Version 1 Ecuacion de Recurrencia lineal

[ Orden ] 3 Homogénea | Nohomogénea |  Resolver |
Sucesién 3 8 15 24 35 48
6,375 -10 4,125 1
-10 15 -6 -3
4,125 -6 2,375 3

Esta recurrencia la podemos comprobar con nuestra
herramienta recurre_lineal:

(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
entas/herrarit.ntm#recurre?)

Elegimos recurrencias de tercer orden y escribimos
coeficientes y términos iniciales:

Coeficientes
Valores iniciales
X0 x x2

A la izquierda apareceran los primeros términos:
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R hw w

35
48

63
80

99

120

Suma de términos del tipo n(n+2)

Es facil encontrar una férmula para la suma de los
primeros numeros de este tipo. Basta expresar los
como n?+2n y aplicar las férmulas de las sumas de
cuadrados y las de enteros:
nn+1)(2n+1) nn+1)
n = c + 2 >

Simplificando:
2+ 9n* +7n
n 6
Hemos aplicado esta formula a los primeros valores de
n, con el resultado:
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n 5(n) a(n)
1 3 3

2 11 3

3 26 15
4 50 24
5 85 35
6 133 48
7 196 63
8 276 80
9 375 99
10 495 120

En la primera columna se ha aplicado la formula de la
suma que acabamos de obtener, y en la segunda,
mediante diferencias, se ha vuelto a la sucesion
primitiva, de n(n+2)

Estas sumas. 3, 11, 26, 50, 85, 133, 196, 276, 375,
495,...estan publicadas en https://oeis.org/A051925,
donde se explican otros origenes interesantes de esta
sucesion

Con el Buscador es facil obtenerlos:

Resultado de la blisqueda Fir
Buscamos desde el nimero 2
Nam. Solucion Detalles
1 3 3 Hasta el ndmero 200
2 8 1
3 15 26 Con estas prcpiedades:
4 24 50
5 35 a5 ES CUADRADO[M+1]
B 48 133 EvALUAR TOTALES
7 63 196
a 80 276
9 99 375
o 120 495
1 143 638
2 168 806
13 195 1001

92


https://oeis.org/A051925

Ya conocemos las dos condiciones usadas. En la
primera columna figuran los numeros oblongos 2 y en
la segunda sus sumas.

Subtipos de estos numeros

Cuando estudiamos algunos tipos de numeros en este
blog, solemos buscar subtipos, pues a veces se
encuentran propiedades o relaciones no buscadas.

Cuadrados

Estos numeros no pueden ser cuadrados, pues no
existen cuadrados consecutivos salvo O y 1.

Triangulares

Si existen términos triangulares, como el 3. Son
aquellos triangulares cuyo consecutivo es un cuadrado,
como también cumple el 15. Estas condiciones son
adecuadas para usar el Buscador:

Resultado de la busqueda Fin

Buscamos desde el nimero 1

Him. Solucidn Detalles
3 Hasta el nimero 10000
1B

120 Con estas propiedades:

528

4095 ES CUADRADO(N+1)

ES TRIANGULAR[N)

= B B YU X gy

Las soluciones 3, 15, 120, 528, 4095,...estan
publicadas en https://oeis.org/A006454
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Semiprimos

Para que n(n+2) sea semiprimo, la unica solucién es
que tanto n como n+2 sean primos, es decir, gemelos.
A la inversa, todos los productos de primos gemelos
seran, evidentemente, de este tipo.

En esta busqueda los semiprimos figuran en la segunda
columna. Es facil entender las condiciones impuestas:

Resultado de la busqueda Fin
Buscamos desde el nimero 1
Nam. Solucidon Detalles
1 3 15 Hasta el nimero 10000
2 5 35
3 1 143 Con estas propiedades:
4 17 323
5 29 8499 FPRIMO
g 41 1763 ES PRIMO[N+2]
7 54 3599 EVALUAR N=[N+2]
g Fill 5183
] 1 10403
n 107 11663
1 137 19043
12 143 22499
13 173 32399
14 19 36863
5 197 35203
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Cubos

Desde hace tiempo se conoce que el unico cubo
seguido de un cuadrado es el 8.

Capicuas

Es una cuestion menor, pero es interesante que los
lectores demuestren la causa de que 99, 9999,
999999, .. .figuren en el listado:

3, 8,99, 323, 575, 4224, 5775, 9999, 36863, 42024, ...

Numeros de Fibonacci
Soélo hemos encontrado las soluciones 3 y 8.
Aqui paramos los subtipos.

Hemos efectuado un recorrido sobre los numeros del
tipo n(n+2) con las herramientas usuales de este blog.
Es un tipo de estudio ameno, pero sin gran
trascendencia,
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PRIMOS CUBANOS

Se llaman asi (Cunningham (1923)) aquellos numeros
primos que son iguales a una diferencia de cubos
consecutivos. Lo de “cubano” viene de cubo, no de
Cuba. No es un nombre afortunado, pero asi quedo. Al
ser los cubos consecutivos, se da por supuesto que X
es entero.

No es que sean muy interesantes, pero nos permitiran
analizar su busqueda y estudiar variantes de la
definicion.

Busqueda directa

Si creamos una columna de numeros consecutivos, los
elevamos al cubo y restamos, si poseemos una funcion
ESPRIMO o ISPRIME, sera facil identificar los primos
cubanos. Esta funcién la puedes consultar en varias
entradas de nuestro blog, como, por ejemplo en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-
primos-palindromicos.html

El esquema quedaria asi:

96


https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-primos-palindromicos.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2016/05/palprimos-primos-palindromicos.html

[ w ] w3 | Diferencia [Primo cubano |
1 1
2 8 7 Cubano
3 27 19 Cubano
4 B4 ar Cubano
5 125 61 Cubano
6 216 91
7 343 127 Cubano
8 512 169
9 729 217
10 1000 271 Cubano
11 1331 331 Cubano
12 1728 397 Cubano
13 2197 469
14 2744 547 Cubano
15 3375 631 Cubano
16 4096 721
17 4913 817
18 5832 919 Cubano
19 B850 1027
20 8000 1141
21 9261 1261
22 10648 1387
23 12167 1519
24 13824 1657 Cubano

En la dltima columna hemos escrito formulas del tipo
=SI(ESPRIMO(14);"Cubano";"")

Si es primo aparecera la frase “Cubano” y si no,

quedara en blanco.
Observamos que los primeros primos cubanos son 7,

19, 37, 61, 127, 271, 331, 397, 547, 631, 919, 1657.

Desarrollo algebraico

Al desarrollar la definicion, nos damos cuenta de que el
tema es de tipo elemental:
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N=(x+1)>-x>=3x?+3x+1

Esto nos lleva a una ecuacion de segundo grado:
3x?+3x-(N-1)=0

Para que tenga solucion entera, el discriminante, que es

facil ver que equivale a 12N-3, ha de ser cuadrado. De
esta forma tendremos el valor de x:

_ —3+V12N-3
B 6

X

Con este breve estudio tenemos ya forma de encontrar
y analizar los primos cubanos. Comenzamos con
nuestro Buscador de Naturales
(http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herra
mientas/herrdiv.htm#buscador)

e i e ——————

Buscamos desde el nimero 1
Nuam. Solucién Detalles
1 7 1 Hasta el nimero 1000
2 19 2
3 37 3 Con estas propiedades:
4 61 4
5 127 6 PRIMO
6 271 9 CUADRATICO 331
] 331 10 EVALUAR (-3+RAIZ(12"N-3))/6
8 397 11
9 547 13
10 631 14
11 918 17

Es interesante explicar las condiciones: En primer lugar

exigimos que el numero sea primo, despues, que sea

igual a una expresion cuadratica de coeficientes 3, 3 y 1
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(3X2+3X+1), y, por ultimo, encontramos el valor de X y
lo situamos en la segunda columna con la orden
EVALUAR.

En PARI es muy facil también encontrar estos numeros.
Nos basaremos en la condicion de que 12N-3 sea
cuadrada, y quedara:

is(n)=isprime(n)&&issquare(12*n-3)
For(i=1,1000,if(is(i) ,print1(i,”, ©“)))

Lo hemos comprobado en la web oficial de PARI,
https://pari.math.u-bordeaux.fr/gp.html

? is{h)=isprime(ﬁ)&&iséquare(lE*n—B)
for(i=1,1000,if(is(i) ,printl(i,", ")))

7, 19, 37, 61, 127, 271, 331, 397, 547, 631, 919,

Estan publicados en https://oeis.org/A002407

A002407 Cuban primes: primes which are the
difference of two consecutive cubes.

7,19, 37, 61, 127, 271, 331, 397, 547, 631, 919, 1657,

1801, 1951, 2269, 2437, 2791, 3169, 3571, 4219, 4447,
5167, 5419, ...
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Caracter poligonal

La expresidon N=3X?+3X+1 se puede escribir como
6(X(X+1)/2)+1=6T,+1, es decir, como seis veces un
numero triangular ‘'mas una unidad, pero esa es la
estructura de los numeros hexagonales centrados.
Basta estudiar esta imagen de la Wikipedia para
entenderlo

(https://en.wikipedia.org/wiki/Centered_hexagonal _num
ber#:~:text=The%20sequence%200f%20hexagonal %20
numbers,%2C%20721%2C%20817%2C%20919. )

Si consultas el listado de estos numeros hexagonales
centrados, observaras que nuestros primos cubanos
estan incluidos.

A003215 Hex (or centered hexagonal) numbers:

3*n*(n+1)+1 (crystal ball sequence for hexagonal
lattice).
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1, 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217, 271, 331, 397, 469,
547, 631, 721, 817, 919, 1027, 1141, 1261, 1387, 1519,
1657, 1801, 1951, 2107, ...

La expresion N=3X(X+1)+1 también sugiere que
equivalen a la unidad mas tres veces un numero
oblongo, del tipo N(N+1). Asi, 61 se puede representar
como tres rectangulos apilados de dimensiones 4 por 5,
mas una unidad.

Por otra parte, el primer sumando,

Busqueda directa del valor de X+1

Podemos dar protagonismo al valor de X+1, base del
cubo mayor. En este caso bastaria exigir que fuera
primo (X+1)>-X®. Es simple buscar esos valores.
Cambiarian de columna en Excel respecto a la
busqueda anterior:

Resultado de la blisqueda Fin
Buscamos desde el namere 1
Num. Solucié Detalles

1 2 7 Hasta el numero 100
2 3 19

3 4 37 Con estas propiedades:

4 5 61

5 7 127 ES PRIMO(N”3-(N-1)*3)

6 10 271 EVALUAR N*3-(N-1)*3

7 11 331

8 12 397

9 14 547
10| 15 631
11 18 919
12 24 1657
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Hemos llamado N a X+1. Lo hemos decidido asi porque
los valores de X+1 estan publicados en
https://oeis.org/A002504:

A002504 Numbers x such that 1 + 3*x*(x-1) is a
("cuban") prime (cf. AO02407).

2,3, 4,5 7, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 24, 25, 26, 28, 29,
31, 33, 35, 38, 39, 42, 43, 46, 49, 50, 53, 56, 59, 63,
64,...

Se podria pensar en generalizar esta cuestion
planteando que la diferencia entre las bases sea un
numero k mayor que 1, pero en ese caso la diferencia
entre cubos seria multiplo de k y no podria ser primo.
Asi que la unica diferencia entre cubos que puede ser
prima es la que existe entre consecutivos.
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POTENCIAS EQUIDISTANTES DE
CUADRADOS

En uno de mis calculos habituales me encontré hace
unas semanas con esta igualdad doble:

16124=307"2-5"7
16124=5"7-249"2

Lo interesante de ella es que significa que 57 equidista
de dos cuadrados, 24972 y 30772. Por eso, la funcion
que usaremos mas adelante la hemos llamado
ENTREDOS, porque investigaremos qué potencias son
promedio de dos cuadrados, o, lo que es equivalente,
equidistantes de ellos.

Busqueda ordenada

Para una potencia dada, deberemos recorrer todos los
cuadrados inferiores a ella, sumar a la potencia la
diferencia entre los dos numeros, y averiguar si resulta
un cuadrado. Por ejemplo, 3125=5"5. Le extraemos la
raiz cuadrada entera, y resulta 55. A partir de ese
numero k, vamos descendiendo valores, elevandolos al
cuadrado. Para cada cuadrado k? encontramos la
diferencia D=3125-k®. Esa diferencia la sumamos a
3125, y debera resultar un cuadrado entero.

El esquema podria ser el siguiente:
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Base a 2*3125-a° Base b

55 3225 56,7890835
54 3334 57,7408001
53 3441 58,6600375
52 3546 59,5482997
51 3649 60,4069532
50 3750 61,2372436
49 3849 62,0403095
48 3946 62,8171951
47 4041 63,5688603
46 4134 64,2961896
45 4225 65

44 4314 65,6810475

Vamos descendiendo valores hasta que la suma sea
cuadrada. En la imagen observamos que unas
soluciones son 45y 65. En efecto:

3125-45°=1100 y 65°-3125=1100, luego 5”5 equidista
de 45% y 65,

Este proceso es facilmente automatizable. Lo hemos
efectuado en esta funcion:

Function entredos$(n)
Dimi,r,a, b
Dim s$
s = ""‘La solucion se expresa como texto
If espotencia(n) > 1 Then ‘Es potencia no trivial
r = Int(Sqr(n)) ‘Primer valor a ensayar
i=r-1
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While i > 0 And s = "" ‘Descendemos valores de
cuadrados

b =n -i " 2 ‘Diferencia entre potencia y cuadrado

a =n + b ‘A la potencia le sumamos la diferencia

If escuad(a) Then b =Sqr(a): s=s+" "+ Str§(i) + ",
"+ Str$(b)

‘Hemos encontrado una solucion

i=i-1

Wend

End If

entredos = s ‘Si no hay solucion, la respuesta esta
vacia

End Function

La funcion ESPOTENCIA la hemos publicado en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/04/numeros-
consecutivos-con-una-suma-del.html

Estas son las primeras soluciones con potencias no
triviales:

105


https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/04/numeros-consecutivos-con-una-suma-del.html
https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/04/numeros-consecutivos-con-una-suma-del.html

Potencia Exponente Cuadrados
25 2 1, 49
100 4, 196
125 81, 169
169 49, 289
225 9, 441
289 49, 529
400 16, 784
625 289, 961
676 196, 1156
841 1, 1681
900 36, 1764
1000 400, 1600
1156 196, 2116
1225 49 2401
1369 529, 2209

| ST S I o B o I L R o B T = o B T LS B o B o R L |

Es facil comprobar cualquiera de ellos, por ejemplo,
125=5"3, potencia no trivial, y se cumple que
125=(9%+13%)/2.

Para poder manejar con comodidad potencias y
exponentes grandes, hemos preparado la version en
PARI.

entredos(n)={my(r=truncate(sqrt(n)),i=r-
1,a,b,v=0,w=0);if(ispower(n),while(i>0& &v==0& &w==
0,b=n-
i*2;a=n+b;if(issquare(a),v=i;w=truncate(sqrt(a)));i=i-
1));concat(v,w)}
for(i=1,1400,if(entredos(i)<>[0,0],print(i,",

" ispower(i),”, ",entredos(i))))

En ella se busca hasta 1400 para que coincida el
resultado con la tabla anterior:
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25, 2, [1. 7]

100, 2, [2, 14]
125, 3, [9, 13]
169, 2, [7, 17]
225, 2, [3, 21]
289, 2, [T, 23]
400, 2, [4, 28]
625, 4, [17, 31]
676, 2, [14, 34]
g41, 2, [1, 41]
900, 2, [6, 42]

1000, 3, [20, 40]
1156, 2, [14, 46]
1225, 2, [T, 49]
1369, 2, [23, 47]

Estudio teodrico

Las potencias de la tabla no aparecen por casualidad,
sino que han de tener una estructura muy determinada.
Es especialmente interesante su estudio porque en un
principio hemos ignorado las soluciones multiples para
el par de cuadrados, y veremos que se pueden tener
previstas si se conoce la descomposicion factorial de
esas potencias.

Para entender mejor qué suponen estas busquedas,
basta enfocar al doble de esas potencias, porque asi el
problema es muy tratable. En efecto, si p* es el
promedio entre dos cuadrados, a®y b?, significa que 2p
ha de poderse descomponer en suma de dos
cuadrados, y ese problema esta resuelto desde Fermat
y Gauss. Nos basaremos para nuestro estudio en la
formula propuesta por Gauss para contar las
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descomposiciones posibles de un numero en dos
cuadrados.

Conviene leer nuestra entrada de blog
https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/10/en-cuantas-
sumas-de-cuadrados-2-de-5.html

En ella se comenta la formula de Gauss para averiguar
en cuantas sumas de cuadrados se puede
descomponer un numero. Copiamos un parrafo de esa
entrada:

“Estas propiedades se resumen en un criterio que no
vamos a desarrollar aqui, y es que solo se pueden
descomponer en cuadrados los numeros en los que los
factores primos del tipo 4n+3 figuren en su
descomposicidon con exponente par. Gauss fue mas alla
en esa seccion 182, pues dio una férmula para contar el
numero de formas diferentes en las que se
descompone un numero en suma de dos cuadrados
con base no negativa:

N=ES[(a+1)(B+1)...(5 +1)/2]

donde ES significa “minimo entero igual o superior” y
los factores que le siguen se corresponden con los
exponentes de los factores del tipo 4n+1 aumentados
en una unidad. La formula, como advierte Gauss, solo
es valida si los factores del tipo 4n+3 forman un
cuadrado perfecto.”
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En este caso, el factor 2 de 2p* no influye, por lo que el
criterio se puede aplicar a la potencia que equidista de
dos cuadrados. En efecto, si descomponemos
factorialmente esas potencias, obtenemos:

Potencia Exponente
25 [5.2]
100 [2.2][5.2]
125 [5.3]
169 [13.2]
225 [3.2][5.2]
289 [17.2]
400 [2.4][5.2]
625 [5.4]
676 [2,2][13.2]
841 [29.2]
900 [2,2][3.2][5.2]
1000 [2.3][5.3]
1156 [2,2][17.2]
1225 [5.2][7.2]
1369 [37.2]

Todas las soluciones poseen factores primos que son, o
bien del tipo 4k+1, o el 2, o el tipo 4k+3 elevado a una
potencia par, como ocurre en el 900, que hemos
destacado en rojo.

Esto nos da un criterio fiable para saber si una potencia
no trivial puede equidistar de dos cuadrados.

Vemos un ejemplo:

1368900=170"2, y sus factores primos son
1372*572*37M*2/2. De ellos, el 3, que es del tipo 4k+3,
esta elevado a exponente par, los otros, 13 y 5 son del
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tipo 4k+1, y, finalmente, el 2 no influye. Por eso se
sabia con antelacion que seria equidistante de dos
cuadrados, en este caso son 715716=846"2 vy
2022084=1422"2, con la identidad

1368900=(846"2+1422"2)/2.
Soluciones multiples

Hay que considerar la posibilidad de que una potencia
equidiste de mas de un par de cuadrados. De hecho,
veremos que se dan soluciones multiples con total
seguridad. Para estudiarlas, hemos modificado algo la
funcion ENTREDOS para que nos devuelva, en primer
lugar, el numero de soluciones. De esa forma, la
busqueda de potencias equidistantes se puede efectuar
fijando el numero de pares de cuadrados esperados.
Hemos organizado una busqueda para tres pares de
soluciones como ejemplo:

325 3#R # 2025, 4225# 625, 5625#% 9, 6241 [5.5]
15625 J#R # 7225, 24025 # 5329, 25921 # 625, 30625 [5.6]
62500 J## # 268000, 96100# 21316, 103684 # 2500, 122500 [2.2][5.6]
100000 J## # 92416, 107584 # 40000, 160000 # 6400, 193600 [2.5][5.9]

Es facil observar que se cumple la formula de Gauss,
de emplear la mitad por exceso de los exponentes de
los primos tipo 4k+1. En los cuatro ejemplos figura (ha
sido algo casual) el factor 5 elevado a 5 0 a 6, y no
existen factores tipo 4k+3. Tomando la parte entera por
exceso de tanto el exponente 5 como del 6 resulta 3,
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que es el numero de pares de cuadrados que hemos
conseguido.

Con este criterio seremos capaces de saber el numero
de pares de cuadrados resultantes sin tener que
comprobarlo. Vemos unos ejemplos:

3084588=2"2*3"3*13"4. No debe presentar soluciones,
por contener el 3 elevado a potencia impar. En efecto,
la funcion ENTREDOS devuelve un cero:

c0g4588
0 ##

78125=5"7, luego debe presentar cuatro soluciones, ya
que 4 es la mitad por exceso de 7:

78125
444t # 62001, 94249 # 50625, 105625 # 15625, 140625 # 225, 156025

Con hoja de calculo se pueden producir errores de
redondeo para numeros mayores, por lo que es mas
fiable el razonamiento que la comprobacion.

Potencias sucesivas

Finalizamos con una curiosidad, y es que, dada una
potencia equidistante de dos cuadrados, todas sus
potencias presentaran soluciones, que se podran ir
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incrementando al aumentar los exponentes de los
factores tipo 4k+1. En la imagen podemos estudiar un
ejemplo representativo, que recorre las potencias de 13:

Potencias de 13

169 1## # 49, 289

2197 2## # 1369, 3025# 169, 4225

28561 2#% # 8281, 48841 % 1, 57121

371293 3## # 231361, 511226 % 2286625, 516961 # 28561, 714025

4826809 3## # 1456849, 8196769 # 1399489, 8254129# 169, 9653449

62748517 4 ## # 39100009, 863970256# 38130625, 87366409 # 4826809, 120670225 # 4431025, 121066009
815730721 4 ## # 802079041, 829382401 # 246207481, 13852523061 # 236512641, 1294947801 # 28561, 1631432881

El numero de soluciones se va repitiendo, por depender
de la mitad por exceso, que coincide en dos exponentes
consecutivos.

NUMEROS QUE NO SON

En esta entrada recorreremos algunos numeros que no
cumplen alguna propiedad especial. No nos
detendremos en los obvios, como que los impares no
son multiplos de 2 o que los compuestos son los que no
son primos. Como el tema es muy amplio, elegiremos
algunos casos interesantes sin extendernos demasiado.

Un ejemplo es la sucesion que publicamos hace tiempo,
sobre numeros impares que no pueden ser suma de un
primo y un par de primos gemelos:

https://oeis.org/A329590

Odd numbers k that cannot be expressed as k = p+q+r,
with p prime and (q, r) a pair of twin primes.
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1, 3,5 7,9 33 67, 93, 99, 129, 141, 153, 177, 183,
195, 213, 225, 243, 255, 261, 267, 273, 297, 309, 327,
333, 351, 369, 393, 411, 423, 435, 453, 477, 489, 501,
513, 619, 525, 537, 561, 573, 591, 597, 603, 633, 645,
657, 663, 675, 687, 693, 705, 711, 723

Puedes estudiar ejemplos y programacion para esta
sucesion contenidos en esa direccion.

Este es el tipo de “negaciones” de tipo medio que
presentamos aqui como ejemplo.

Otro ejemplo de publicacion nuestra reciente es el de
los numeros que no pueden ser sumas de divisores
de otros (funcion SIGMA). Copiamos un cédigo PARI
que los encuentra:
mfun(n)={my(k=1,a=0,vale=0,f);while(vale==0&&k<n,
f=sigma(k);if(f==n,vale=1;a=k);k+=1);a}
for(i=2,40,if(mfun(i)==0,print1(i,", "))

Resultado: 2, 5, 9, 10, 11, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 25, 26,
27, 29, 33, 34, 35, 37,...

Coincide con lo publicado en https://oeis.org/A007369
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Cuestion dependiente de otro niumero

Lo que hemos efectuado sobre la funcion SIGMA es un
caso de una negativa para un numero N en una funcion
que depende de otro K.

Es facil, mediante un procedimiento similar al que
usamos en otras cuestiones, encontrar numeros que no
son el resultado de una funcién, en este caso SIGMA.
Podemos algo asi:

Function noes(n) as boolean
Dim k, f, cota
Dim vale As Boolean

'En esta linea concretamos la cota

cota=n

k=1

vale = False ‘Suponemos que no se cumple lo pedido
While Not vale And k <= cota ‘Buscamos soluciones
'En esta linea concretamos la funcion

f = sigma(k)

If f = n Then vale = True ‘Si vale=True se detiene la
busqueda

k=k+1

Wend

noes = Not vale Buscamos que el numero no valga
End Function

Con esta funcion hemos repetido la busqueda,
obteniendo el mismo resultado:
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2
5
9

10
11
16
17

19
21
22
23
25
26
27
29

Esta funcién nos servira para otras cuestiones, con solo
cambiar la linea f=sigma(k) por otra funcién, y cambiar
la cota si es necesario.

Otro ejemplo clasico es el siguiente
Autonumeros o numeros colombianos

Son aquellos que no pueden ser iguales a otro numero
sumado con sus cifras.

Puedes consultar nuestras publicaciones
https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumer
os-1.html y la siguiente.

En este caso bastara escribir la linea
f=k+sumacifras(k). La funcion sumacifras esta
explicada en la direccidn anterior. Con esto
confirmamos cuales son los primeros autonumeros:
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AUTONUMEROS

97
108
110

Estan publicados en https://oeis.org/A003052.

Con la funcion PHI de Euler

Otro caso interesante es el de aquellos numeros que no
pueden ser funcibn PHI de otros, es decir, que
PHI(X)=N no tiene solucion. Recordamos que PHI
cuenta los numeros menores que X y que son primos
con él, incluido el 1. Es evidente que X no sera menor
que N, lo que puede complicarnos la cota de busqueda.
En estos casos elegiremos cotas altas y estudiaremos
los casos particulares. En este ejemplo usaremos cota
1073 para los primeros numeros, y nuestra funcion
euler(k), que devuelve el valor de PHI. Procederemos a
escribirla en la linea correspondiente del codigo de la
funcion.
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Obtenemos:

NOTOTIENTES

Wikipedia en espafol les llama nototientes, traduccion
literal del inglés. Estan publicados en
https://oeis.org/A007617, y ahi puedes descubrir
algunas de sus propiedades.

En PARI ya esta implementada la funcion istotient, para
numeros que pueden ser funcion de Euler de otros.
Esto facilita la busqueda. Por ejemplo, asi:

? for(i=1,100,if(!istotient(i),print1(i,", ")))

3, 5, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 26, 27, 29, 31, 33, 34, 35, 37, 38,
39, 41, 43, 45, 47, 49, 5@, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69, 71, 73,
74, 75, 76, 77, 79, 81, 83, 85, 86, 87, 89, 98, 91, 93, 94, 95, 97, 98, 99,

En el listado figuran todos los numeros impares
mayores que 1. La razén es que PHI(p™) es par para p
primo, pues aplicando la férmula

117


https://oeis.org/A007617

o-sli- )5

PHI(p™)=p™(1-1/p)=p™"(p-1), y como el paréntesis es
par, lo sera todo el producto. Al ser multiplicativa, la
funcion PHI seguira siendo par para cualquier numero.

Se pueden encontrar facilmente los niumeros pares que
no son PHI(K) para ningun valor de K. Usaremos PARI:

? for(i=1,200,if(!istotient(i)&&i%2==0,printl(i,", ")))
14, 26, 34, 38, 50, 62, 68, 74, 76, 86, 90, 94, 98, 114, 118, 122, 124, 134, 142, 1
46, 152, 154, 158, 170, 174, 182, 186, 188, 194,

for(i=1,200,if(!istotient(1)8&&i%2==0,printl(i,", ")))

Numeros no poligonales

Aqui nos referimos a los poligonales no triviales, es
decir, que en cada lado figuren dos unidades al menos,
porque con una unidad todos los numeros pueden ser
poligonales, como vemos en la imagen, que representa
al numero 9:

o/‘ e
. o«

Para estudiar si un numero es poligonal no trivial no
vale su formula general:
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n(n(k —2) —(k —4))
nk — 2

Se puede conocer si un numero es poligonal o no,
porque existe un criterio algebraico. Puedes verlo en mi
publicacion “Numeros poligonales” descargable desde
http://www.hojamat.es/publicaciones/poligonales.pdf)

Con este criterio es facil construir la funcion
ESPOLIGONAL

Function espoligonal(n, k)
Dimd, e, m

m=0

d=(k-4)*2+8*n*(k-2)

If escuad(d) Then ‘Criterio
m=(k-4+Sqr(d)/2/(k-2)

If esentero(m) Then e = m Else e = 0 ‘Ha de ser entero
End If

espoligonal = e

End Function

Devuelve un cero si no es poligonal, y su numero de
lados si lo es. Esta funcién tiene un parametro k
(numero de lados), pero con un bucle podemos
prescindir de él:
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Function esunpoligonal(n) 'detecta poligonales
regulares, desechando el caso n, trivial

Dim i, es

If n < 3 Then esunpoligonal = 0: Exit Function
es=0

i=3

Whilei<n Andes =0

If espoligonal(n, i) Then es =i

i=i+1

Wend

esunpoligonal = es

End Function

Si aplicamos esta funcidn a cualquier numero y nos
devuelve cero, es porque ese numero no puede ser
poligonal, salvo el caso trivial. De esta forma podemos
encontrar los primeros numeros no poligonales:

1,2,3,4,5,7,8, 11,13, 14, 17, 19, 20, 23, 26, 29, 31,
32, 37, 38, 41, 43, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 61, 62, 67, 68,
71,73,74,77,79, 80, 83, 86, 89, 97, 98, 101, 103, 104,
107, 109, 110, 113, 116, 119, 122, 127, 128, 131, 134,
137, 139, 140, 143, 146, 149, 151, 152, 157,

Estan publicados en https://oeis.org/A090467

Con estos ejemplos podemos entender que basta
someter al numero a una prueba concreta mediante una
funcion y detectar, si la variable de respuesta es de tipo
booleano, si el resultado es FALSO.
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Existen muchos mas ejemplos de numeros que “NO
SON”. Incluimos otro ejemplo:

No son sumas de cuadrado y primo
Funcion:

Public Function primomascuad(n) As Boolean
'‘descompone un numero en primo mas cuadrado

Dimr, i, p
Dim vale As Boolean

vale = False

r =8qr(n)

i=1

While i <= r And Not vale
p=n-i”"2

If esprimo(p) Then vale = True
i=i+1

Wend

primomascuad = vale

End Function

Los primeros numeros que no cumplen la condicion
son:
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1, 2, 5, 10, 13, 25, 31, 34, 37, 58, 61, 64, 85, 91, 121,
127, 130, 169, 196, 214, 226, 289, 324, 370, 379,
400,...

https://oeis.org/A064233

No seguimos. La lista de ejemplos similares llenaria un
libro.

122


https://oeis.org/A064233

NUMEROS SEMIPRIMOS

SEMIPRIMOS VECINOS DE CUADRADOS

Los semiprimos vecinos de cuadrados, es decir, del tipo
n’+1 y n*1, presentan propiedades interesantes. A los
numeros de este tipo, sean o0 no semiprimos, les hemos
dedicado algun estudio. Por ejemplo, en un regreso
reciente:

https://hojaynumeros.blogspot.com/2022/10/regresos-5-
un-cuadrado-y-una-unidad-1.html

Usaremos algun resultado procedente del mismo en el
caso particular de los semiprimos.

Semiprimos del tipo n*+1

En primer lugar, localizaremos los primeros semiprimos
del tipo n?+1. Usaremos el Buscador de Naturales, que
da una imagen bastante clara:

Buscamos desde el nimereo 1

T Betall
10 25 Hasta el ndmero 1000
26 213
65 513 Con estas propiedades:
82 24
122 261 ES BIGOMEGA(N)=2
145 529 ES CUADRADO(N-1)
226 2113 EVALUAR FACTORES
362 2181

9 485 §97

10 626 2313

11 785 51567

12 842 2421

13 901 17 &3

0 N G w2 |F

En la imagen se percibe que todos los semiprimos son
del tipo N=pq, libres de cuadrados, y es logico, porque
no existen cuadrados que sean numeros consecutivos.
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Era de esperar que ya estuvieran publicados
(ver https://oeis.org/A144255)

En esa pagina de OEIS se destaca que el menor factor
primo de N ha de ser estrictamente menor que n%+1.
Ademas, no todos los numeros primos pueden ser
factores de n’+1.

En la entrada relacionada mas arriba se da un listado
de ellos. Copiamos unos parrafos:

Segun la definicion de resto cuadratico, Ssi un
compuesto del tipo C=n’+1 tiene un divisor primo p, -1
debera ser resto cuadratico modulo p, tal como vimos
en el caso de los primos. Esto es muy importante,
porque ningun numero compuesto n’+1 podré ser
multiplo de p si este no admite resto -1. Seria el caso de
23: ningun elemento de la sucesion
http.//oeis.org/A002496 sera multiplo de 23.

En la sucesion http://oeis.org/A070303 figuran aquellos
primos que no pueden ser divisores de un compuesto
del tipo n2+1:

3,7, 11, 13, 19, 23, 29, 31, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71,73, 79, 83, 89, 97, 103, 107, 109, 113, 127,...

Asi que, por ejemplo, ningun numero mdultiplo de 7
puede convertirse en cuadrado al restarle una unidad.
Si  recorremos los semiprimos de este tipo

comprobaremos que los primos de esta lista no figuran
entre sus factores. Son, de hecho, los primos del tipo
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4k+3. Solo los primos del tipo 4k+1 y el 2 pueden ser
factores del semiprimo n?+1.

Estos primos del tipo 4k+1 (y el 2) se descomponen en
suma de dos cuadrados de forma unica, lo que se
transmite al semiprimo producto, que se podra expresar
como (a’+b%)(c*+d?). Como curiosidad, hemos
construido esos productos para los primeros casos:

N | P | @ [sumasde cuadrados]
10 2 5 (124112)(22+112)
26 2 13 (1:24112)(3124212)
65 5 13 (2124112)(3124212)
82 2 41 (1:24112)(5%2+412)
122 2 61 (1:24112)(6"245/2)
145 5 29 (2124112)(5%24212)
296 2 113 (1:24112)(8124712)
362 2 181 (1924102)(10°2:0%2)
485 5 97 (2124112)(9"2+412)
626 2 313 (10241%2)(13'2+12%2)
785 5 157 (2'2412)(11%2+6%2)
842 2 421 (17241%2)(15'2+14%2)
901 17 53 (4"24112)(7724202)

Como el semiprimo también es una suma de
cuadrados, hemos creado una operacion entre tres
sumas del mismo tipo.
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Semiprimos del tipo n*-1

En este caso, la unica descomposicion de un semiprimo
debera ser (n-1)(n+1), es decir, primos gemelos. Si
buscamos las primeras soluciones obtendremos:

B

s desde el nimero 1

Nim. Solucié Detall
1 15 35 Hasta el nimero 10000
2 35 57
3 143 1113 Con estas propiedades:
4 323 1718

5 899 29 31 ES BIGOMEGA(N)=2
6

7

8

1763 4143 ES CUADRADQ(N+1)
3599 59 61 EVALUAR FACTORES
5183 773

Tal como era de esperar, todos los factores son primos
gemelos. Como este par sigue el tipo 6k-1 y 6k+1 a
partir del 5y 7, el semiprimo presentara el tipo 36k*-1 a
partir del 35. También podemos afirmar que el cuadrado
“vecino” del semiprimo es multiplo de 36.

|lgualmente, todos los semiprimos seran congruente con
8 (o con -1) moédulo 9, y la suma de sus cifras tendra la
misma propiedad. Por ejemplo, en 656099 se cumple
que 6+5+6+0+9+9=35, que es congruente con 8
modulo 9.

En la pagina https://oeis.org/A037074 podemos
encontrar varias curiosidades sobre estos numeros,
pero ninguna es de gran trascendencia.
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SEMIPRIMOS CON PLANTILLA

Los semiprimos del tipo N=pq admiten otros
condicionamientos, a los que llamaremos “plantillas”.
Por ejemplo, semiprimos del tipo p(p+4). Los de tipo
p(p+2), producto de dos primos gemelos, se estudian
en otra parte de esta publicacion.

N=pP(P+4)
Los pares de primos p y p+4 son llamados “cousin” en

inglés. En nuestro idioma, lo de “primos primos” no
suena bien, pero asi se designan en la Wikipedia.

Busqueda directa

Con el Buscador hemos organizado las condiciones de
forma que las soluciones caen en la segunda columna:

Buscamos desde el numero 1
Nam. Solucié Detall
1 3 3=7=21 Hasta el numero 400
2 7 7*11=177
3 13 13= 17= 221 Con estas propiedades:
4 19 19« 23 = 437
5 37 37 4= 1517 PRIMO
[ 43 43~ 47= 2021 ES PRIMO(N+4)
7 67 67« 71 = 4757 EVALUAR N $* N+4 $= N*(N+4)
8 79 79* 83 = 6667
9 97 97 = 101 = 9797
10 103 103 * 107 = 11021
1 109 109 * 113 = 12317
12 127 127 * 131 = 16637
13 163 163 = 167 = 27221

Al ser 4 la diferencia entre los dos factores, ambos
seran del tipo 4k+1 o bien del 4k+3. En el primer caso,
el semiprimo se podra descomponer en dos sumas de
cuadrados, como le ocurre al 12317=109*113, que
admite estas dos:
12317=94"2+59"2=101"2+46"2

127



En los otros casos, como el 4757, no admitiran
descomponerse en suma de dos cuadrados, por ser sus
factores del tipo 4k+3.

Ayuda algebraica

Para encontrar el valor de p de forma directa nos
basamos en dos desigualdades:

N=p(p+4)=p*+4p<p*+4p+4=(p+2)>
N=p(p+4)=p*+4p>p*+2p+1=(p+1)°

Segun esto, p sera la parte entera de la raiz cuadrada
de N menos una unidad:

p =INT(VN - 1)
Por ejemplo, lo aplicamos a 16637, con el lenguaje de
las hojas de calculo:

p=ENTERO(RAIZ(16637)-1)=127, lo que es correcto,
porque 16637=127%131

Esto nos permite reconocer semiprimos del tipo p(p+4)
sin tener que recorrer los posibles divisores de N. Basta
encontrar p, exigir que p y p+4 sean primos y que su
producto sea igual a N.

Con este procedimiento hemos averiguado en un
tiempo de calculo razonable, que entre 1000000 y
1100000 solo existe un semiprimo de este tipo:

1022117=1009*1013
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Mas algebra

Aun podemos concretar mejor las busquedas de estos
semiprimos. Con este desarrollo lo aclararemos muy
bien:

N=pg=p(p+4)=p*+4p

Es facil ver, segun esto, que N+4 es un cuadrado, luego
para buscar N podemos restringirnos a los numeros que
equivalen a k®-4 para un valor adecuado de k. Asi que,
en cualquier busqueda nos dedicaremos a aquellos
numeros de este tipo, con el consiguiente ahorro de
tiempo. Ademas, si escribimos la equivalencia como
p?+4p-N=0, podemos hallar p de forma directa. Seria:

p=—-2+v4+N

Al ser 4+N cuadrado, la solucidon es entera, como era
de esperar.

Esto simplifica la busqueda, pues comenzamos por
exigir que 4+N sea cuadrado perfecto. Después
calculamos p con la férmula anterior, y bastara exigir
que tanto p como p+4 sean primos.

Asi lo hemos efectuado en esta busqueda, en el
intervalo (10000,50000):

| N | p | p+a |
11021 103 107
12317 100 113
16637 127 131
27221 163 167
38021 103 197
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Como era de esperar, las soluciones coinciden con las
obtenidas con otros métodos.

Prescindimos del cuadrado

Si lo que nos interesa es conseguir una lista de
soluciones a partir de la unidad, podemos prescindir del
caracter de cuadrado de N+4, ya que podemos crear
una variable k=1 e irle sumando los impares en cada
paso, con lo que se iran construyendo los cuadrados,
pues 1+3=4, 4+5=9, 9+7=16,...

Asi lo hemos construido en PARI, y nos devuelve, por
ejemplo, todas las soluciones menores que 106 de
forma casi instantanea en su aplicacion GP/PARI
CALCULATOR, y con cierta rapidez en su web

https://pari.math.u-bordeaux.fr/gp.html

El codigo es
k=1;d=3;tope=10"6;while(k<=tope,k=k+d;n=k-4,;p=-
2+sqrtint(k);if(isprime(p)&&isprime(p+4),print(k-4,",
"’p’ ", ",p+4));d+=2)

El tope, fijado en 10”6, se puede cambiar segun sean
nuestros obetivos. Los primeros resultados son:
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21, 3, 7
77, 7, 11

221, 13, 17

437, 19, 23
1517, 37, 41
2021, 43, 47
4757, 67, 71
6557, 79, 83
9797, 97, 101
11021, 103, 107
12317, 109, 113
16637, 127, 131
27221, 163, 167
38021, 193, 197
50621, 223, 227
53357, 229, 233
77837, 277, 281
95477, 307, 311
99221, 313, 317
123197, 349, 353
145157, 379, 383
159197, 397, 401
194477, 439, 443
210677, 457, 461
216221, 463, 467
239117, 487, 491
250997, 499, 583

Caso general

Los razonamientos utimos sobre el tipo de semiprimo
p(p+4) se generalizan facilmente a N=p(p+2k). Nos
limitamos a traducirlos:

N ha de ser del tipo m?k? para un valor de m
adecuado. Expresado de otra forma, N+k® ha de ser
cuadrado, y al tener raiz cuadrada entera, nos permite
despejar p:

p=-—-k++k?+N
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Después de este calculo, basta exigir que tanto p como
p+2k sean primos.

Como ejemplo, buscamos todos los semiprimos del tipo
p(p+12) entre 10000 y 50000:

N | p | pr12 |
10573 a7 109
11413 101 113
17653 127 139
20413 137 149
20989 139 151
24613 151 163
29893 167 179
34189 179 191
34933 181 193
41989 190 211
47053 211 223

Por ultimo, estos serian los primeros de seis cifras del
tipo p(p+20):

N | p | pr2o |
102941 311 331
106520 317 337
127340 347 367
131669 353 373
136061 359 379
159101 389 409
1685821 401 421
183941 419 430

Ha sido entretenido el estudio. Lo dejamos aqui.
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OTRAS PLANTILLAS

El tema de plantillas de tipo polinbmico es muy extenso,
por lo que soélo estudiaremos algunas mas como
ejemplo.

N=p(2p+1)

Comenzamos con el Buscador para ir iniciando el
estudio con algo intuitivo.

Buscamos desde el nimere 1
Num. Solucio Detalles
1 2 10=2*5 Hasta el nimero 300
2 3 21=3*7
3 5 55=5* 11 Con estas propiedades:
4 1 253= 11" 23
5 23 1081 = 23* 47 PRIMO
6 29 1711= 29" 59 ES PRIMO(2*N+1)
7 41 3403= 41~ 83 EVALUAR N*(2°N+1) $= N $* 2*N+1
8 53 5671= 63" 107
9 83 13861 = 83 * 167
10 89 16931 = 89~ 179
11 113 25651 = 113 227
12 131 34453 = 131" 263
13 173 60031 = 173 * 347

Los semiprimos aparecen en la columna de Detalles.
Es claro que p es un primo de Sophie Germain y 2p+1
un primo seguro.

Estan publicados en
https://oeis.org/A156592:

10, 21, 55, 253, 1081, 1711, 3403, 5671, 13861, 15931,
25651, 34453, 60031, 64261, 73153, 108811, 114481,
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126253, 158203, 171991, 258121, 351541, 371953,
392941, 482653

Todos estos semiprimos son numeros triangulares de
orden par. La razén es que se pueden escribir como
2n(2n+1)/2=T(2n).

Esta propiedad nos facilita el trabajo, porque un criterio
previo seria que N fuera triangular, y tenemos un
criterio adecuado, y es que 1+8N sea un cuadrado. En
realidad, si no se conociera este criterio, apareceria de
forma natural con alguna manipulacion algebraica. En
efecto, se cumplira siempre que
2p%+p-N=0
Despejamos p y resulta:
_—1++V1+8N

4

p

Luego para identificar estos numeros hay que comenzar
con que 1+8N sea cuadrado y el numerador multiplo de
4.

Todo este desarrollo se justifica porque para manejar
nameros grandes no seria eficiente comenzar por la
unidad, como hemos procedido con el Buscador, sino
que es mas util calcular el valor de p si se cumplen las
condiciones.

Asi que debemos proceder por verificar los criterios, el
de que 1+8N sea cuadrado y el que el valor de p sea
entero (en realidad, basta con lo segundo, pero asi
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queda mas claro). Después verificariamos si tanto p
como p+2k son primos:

En Vbasic exigiriamos

D=1+8N
P=(-1+RAIZ(D))/4
ESCUAD(D) AND ESENTERO(P)

Después vendria el que tanto P como 2P+1 sea primos.
Procediendo asi, obtenemos los mismos resultados que
con el Buscador:

| N | P | op#1 |
10 2 5
21 3 7
55 5 11
253 11 23
1081 23 47
1711 29 50
3403 41 83
5671 53 107

Es cierto que este método es muy util para busquedas
de numeros grandes. En la imagen puedes consultar el
primer semiprimo de este tipo a partir de 10°6:

| ne10%6 | P | op#1 |
1034641 719 1439
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Plantilla general

Con el ejemplo de los primos de Sophie Germain nos
basta para entender el procedimiento adecuado si el
segundo primo es funcion lineal del primero.

Para una plantilla general del tipo N=p(ap+b) ya
sabemos como proceder:

Planteamos ap?+bp-N=0
Despejamos p

B —b + Vb2 + 4aN
N 2a

p

Exigimos que p sea entero, lo que implica que el
discriminante sea cuadrado. Si esto se cumple,
verificamos que tanto p como ap+b sean primos.

Por ejemplo, buscamos semiprimos de la forma
N=p(3p+2)

Abrimos camino con el Buscador:
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Buscamos desde el nimere 1

Num. Solucié D

1 3 33=3, 11 Hasta el numero 100

2 5 86=5, 17

3 7 161=7, 23 Con estas propiedades:

4 13 §33=13, #1

5 17 801 =17, 53 PRIMO

[ 19 1121= 19, 59 ES PRIMO(3"N+2)

7 23 1633=23, EVALUAR N*(3*"N+2) $= N §, 3*N+2

8 29 2581= 29, 89

@ 37 4181= 37, 113

10 43 5633 = 43, 131

11 59 10561 = 59, 179

12 79 18881 = 79, 239

13 83 20833 = 83, 251

La ecuacion de segundo grado en p seria, en este caso,
3p2+2p-N=0

El discriminante 4+12N ha de ser cuadrado

La solucion de la ecuacion p ha de ser entera y numero
primo, asi como 3p+2

Con esas condiciones podemos encontrar los
semiprimos pedidos:
Hemos realizado la busqueda entre 50000 y 100000:

N B SP+2
58241 139 419
66901 149 449
80033 163 491
84001 167 503
90133 173 521
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GOLDBACH CON SEMIPRIMOS

Al igual que en la conjetura de Goldbach, que
descomponemos todo numero par en suma de dos
primos, aqui podemos intentar un proceso igual con
semiprimos, pero sin la condicion de que el numero sea
par. Después intentaremos pasar a mas sumandos.

Suma de dos semiprimos

No es dificil, si se posee la funcion ESSEMIPRIMO,
descomponer un numero en suma de semiprimos.
Ademas, si consultamos https://oeis.org/AQ072931,
descubriremos que suelen aparecer soluciones
multiples. Por eso, nos conviene crear una funcion que
devuelva todas las soluciones en modo texto y que se
inicie con el numero de ellas, para poder abordar
busquedas especiales. Hemos elegido esta:

Function suma2semi$(n)
Dim k, m
Dim s$
m = 0 ‘Numero de soluciones
s = ""’Contenedor de soluciones
Fork=4Ton/2
If essemiprimo(k) And essemiprimo(n - k) Then
m =m + 1 "Hay una nueva solucion
s=s+ "## " + ajusta(k) + "+" + ajusta(n - k)
‘ajusta es idéntica a Str$ pero sin espacio
End If
Next k
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If m > 0 Then s = ajusta(m) + s ‘Se inserta numero de
soluciones

suma2semi =s

End Function

Con ella es facil descomponer un numero natural en
suma de dos semiprimos. Por ejemplo, en el caso de
88, las soluciones son:

S ## 6+82 ## 14+74 ## 26+62 ## 33+55 ## 39+49
Vemos que son solo cinco, como indica el primer digito
Uso de Cartesius

Nuestra herramienta Cartesius también permite buscar
los dos sumandos semiprimos (Descargable desde
http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/herrcomb.htm#cartesius)

En este primer recorte de pantalla podemos observar el
planteamiento:

Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes lilas en blanco)
Xtotal=2

Xt=1..88

Xt=filtro({semiprimo)

suma=g8

creciente

Exige que sean dos los sumandos, desde 1 hasta 88,
les aplica el filtro SEMIPRIMO, que la suma sea 88 y
solo devuelve soluciones crecientes, para evitar
duplicidades. El resultado lo tenemos en la siguiente
captura:
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G 82

14 74

26 62

33 L)

39 49
Coincide con los cinco resulatdos obtenidos mediante la
funcion, pero esta es mas flexible para busquedas, por
lo que Cartesius nos sirve preferentemente para

comprobar.

Numeros no descomponibles

Si establecemos una busqueda con la exigencia de que
el resultado de la funcibn sea una cadena vacia,
obtendremos aquellos numeros que no admiten esta
descomposicién en dos semiprimos. El resultado es:

:cohqmmhmm—sE

Estan publicados en https://oeis.org/A072966, y en ella,
T,D, Noe sugiere que no hay mas numeros sin la
descomposicion exigida (conjetura).
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Para mas rapidez de computo, hemos creado este
codigo en PARI, que determina tan sélo si existe o no
suma de dos semiprimos:

sumasemi(n)={my(m=0,k=4);while(k<=n/2&&m==0,if(
bigomega(k)==2&&bigomega(n-k)==2,m=1);k+=1);m}
for(i=1,1074,if(sumasemi(i)==0,print(i)))

Hemos establecido una busqueda hasta 10000 sin
encontrar mas soluciones:

I\Id.d_l') E’P Fd L1} kY
(n)->my(m=0,1
k*=1);m

)
1
2z
3
y
5
9
T
9

NuUumeros con mas descomposiciones

En la sucesion https://oeis.org/A072931 no aparecen
mas de 8 soluciones por numero. Con nuestras
herramientas podemos intentar encontrar los primeros
enteros con 8 descomposiciones 0 mas:
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N Descomposiciones

91 8 ## 4487 #8 6+85 ## 9+82 #2 14477 ## 22460 #2 26+65 ## 33+58 ## 34457

95 8 ## 4+01 ## 0+86 ## 10+05 ## 21474 ## 26+60 ## 33+62 ## 38+57 ## 46+40

100 8 ## 6494 ## 0491 ## 14+86 ## 15+80 ## 26474 ## 35465 ## 38+462 ## 49+51

108 9 ## 14404 # 15493 ## 21+87 ## 22+86 ## 26+82 ## 34+74 #5 30+60 ## 46462 ## 51+57

115 8 ## 44111 ## 0+106 ## 21+04 ## 22403 ## 33+82 ## 38+77 ## 46+60 ## 57+58

116 8 #2 10+106 ## 21+05 ## 22+04 #8 25+01 ## 34+82 ## 30+77 ## 51+65 ## 56+58

120 12 & 9+111 ## 144106 ## 25400 ## 26494 ## 33487 ## 34486 ## 354050 ## 38+82 ## 46+74 ## 51469 ## 55465 ## 58+62
125 8 ## 44121 #H# 6+119 ## 104110 ## 14+111 ## 34+91 ## 38+87 ## 30486 ## 51+74

127 8 ## 44123 ## 6+121 ## 0+118 ## 214106 ## 33404 ## 34+03 ## 58+69 ## 62+65

128 O ## 64122 &2 0+110 #8 10+118 #8 22+106 ## 33+05 ## 34404 ## 35+03 ## 46+82 ## 51477

131 8 ## 04122 ## 10+121 ## 25+106 ## 38+03 ## 46+85 ## 40+82 ## 5T+74 ## 62+60

132 10 ## 9+123 ## 104122 ## 144118 ## 214111 ## 264106 ## 38+94 ## 30493 ## 46+86 ## 55+77 ## 58+74
133 9 ## 44129 #H 104123 ## 144119 3 154118 ## 224111 4 38495 ## 30+94 ## 46+87 ## 51482

137 8 ## 44133 ## 144123 ## 154122 ## 224115 ## 264111 ## 46491 ## 51+86 ## 55+82

139 O ## 64133 ## 10+120 ## 21+110 ## 33+106 ## 46+03 ## 57+02 ## 62+77 ## 65+74

Se encuentran tantas, que se comprende la conjetura
del 33 como ultimo numero sin soluciones.

El primer numero con veinte descomposiciones es el
320. Se entiende entonces que no hay que avanzar
mucho para que el numero de soluciones aumente
velozmente.

Descomposicién en tres semiprimos

Se puede ampliar la funcion SUMA2SEMI a tres
sumandos, con lo que resulta un coédigo algo mas
complejo, porque hemos procurado que los sumandos
sean crecientes. Lo copiamos para que su estudio sea
algo opcional:
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Function suma3semi$(n)
Dim k, m, j, b
Dim s$

m=0

s=""

Fork=4Ton

If essemiprimo(k) Then
b=n-k

If b >= k Then

Forj=4Tob

If essemiprimo(j) And essemiprimo(b - j) Then
If b-j>=jAndj>=k Then
m=m+1

s =s + " ## " + ajusta(k) + "+" + ajusta(j) + "+" +
ajusta(b - j)

End If

End If

Next j

End If

End If

Next k

If m > 0 Then s = ajusta(m) + s
suma3semi =s

End Function

Con esta funcion obtenemos las descomposiciones de
los primeros numeros naturales. Hasta el 12 no hay
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descomposiciones, ya que 12=4+4+4 es la minima
suma. El 13 y el 15 tampoco presentan sumas de tres
semiprimos. Los siguientes ya presentan una o varias

sumas:

12
12
14
15
16
17
18
18
20
21
22
23
24
25
26
27
28
28

1 #Hf 4+4+4

1 #Hf 4+4+6

1 ## 4+6+8

1 #Hf 4+4+8

2 #Hf 4+4+10 #Hf 64648

1 ## 4+6+9

1 ## 4+6+10

1 ## 6+6+9

3 #Hf 4+4+14 5 44949 #Hf 6+6+10

2 {Hf 4+4+415 #HF 448+10

3 i 4+6+14 # 4+10+10 ## 6+9+9
2 {Hf 4+6+15 #Hf 6+8+10

2 {Hf 6+6+14 #Hf 6+10+10

3 ¥ 4+9+14 5 6+6+15 #HF 94949

3 #H# 4+9+15 # 4+10+14 #HF 8+9+10
4 5t 4+4+21 #HF 4410415 #5F 6+9+14 ## 3+10+10

Se puede conjeturar, al igual que en el caso de dos
sumandos, que los numeros siguientes presentaran
todos una soluciéon al menos.

Con Cartesius se comprueban estos calculos:

Incluimos como ejemplo un planteo para el 29:
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U'UU' [no dejes filas en blanco)
xtotal=3

xt=1..29

xt=filtro(semiprimo)

suma=2%

creciente



Resultado:

1 2 #3
4 21
10 15
9 14
10 10

WO e e B

Se confirma lo obtenido con la funcion.

No merece la pena pasar a mas sumandos, pero con
Cartesius podemos abordarlo para un ejemplo concreto,
pero suele tardar mucho el proceso en cuanto
aumentamos el numero de soluciones. Como ejemplo,
incluimos las descomposiciones del numero 30 en
cuatro semiprimos:

o B e

1 X3 4
14

10 10

mmm%
[=2]

SEMIPRIMOS SUMA DE LOS PRIMEROS

Cualquier numero elegido al azar no tiene que ser suma
de los primeros numeros de cierto tipo, como primos o
cuadrados. Si ademas exigimos que ese numero sea
semiprimo, las posibilidades se reducen, pero tienen su
interés.

Comenzamos por el caso mas natural, el de los
semiprimos que son suma de los primeros semiprimos.
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Semiprimos

Veremos aqui los semiprimos que son suma de los
primeros semiprimos hasta cierto numero adecuado. La
primera idea que viene a la mente es crear una
columna de semiprimos e irlos sumando. Esto es util
para visualizar los primeros, pero no nos serviria Si
desearamos, por ejemplo, encontrar los primeros
semiprimos con esta propiedad a partir del numero
30000. En ese caso nos resultaria una tabla de
excesiva extension.

Primera soluciones

En la imagen hemos seleccionado los primeros
semiprimos y en la columna siguiente los hemos
sumado. Esto es sencillo en una hoja de calculo.

| semiprimos | Sumas |

4 4

B 10
9 19
10 29
14 43
15 o8
21 79
22 101
25 126
26 152
33 185
34 219
35 254
38 202
39 331
46 377
49 426
91 477

Ahora habria que filtrar los semiprimos en las sumas:
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Semiprimos Sumas Sumas semiprimas

4 4 4

B 10 10
9 19

10 29

14 43

15 o8 a8
21 79

22 101

25 126

26 152

33 185 185
34 219 219
35 254 254
38 292

39 331

46 377 377
49 426

51 477

En la tercera columna obtendriamos las soluciones, con
unas molestas celdas vacias. Se comprende que este
método no seria eficaz para tablas de mas elementos.
No obstante, copiamos las caracteristicas de las
primeras soluciones:

| semiprimo | Factores | NGm. Sumandos
1 2.2] 1
10 [2.1][5.1] 2
58 [2.1][29.1] 6
185 [5.1][37.1] 11
219 [3.1][73.1] 12
254 [2.1][127.1] 13
377 [13.1][29.1] 16
589 [19.1][31.1] 20
843 [3.1][281.1] 24
917 [7.1][131.1] 25
1247 [29.1][43.1] 29
1707 [3.1][569.1] 34
2157 [3.1][719.1] 38
2519 [11.1][229.1] 41
2642 [2.1][1321.1] 42
2771 [17.1][163.1] 43
3755 [5.1][751.1] 50
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Por ejemplo, 58=4+6+9+10+14+15 es semiprimo,
porque 58=2%29. Es curioso que los elementos 2519,
2642 y 2771 provienen de sumas consecutivas (4, 42 y
43 sumandos). Les ocurre lo mismo con 185, 219 y 254

Estan publicados en https://oeis.org/A092190

Funcion caracterizadora

Siguiendo nuestra metodologia en muchas cuestiones
similares, hemos creado una funcién que caracteriza un
numero como semiprimo suma de los primeros
semiprimos. Como hemos explicado, es mas util para
saber si lo cumple un numero grande.

Function suma_prim_semi(n)
Dim s, k, i
Dim es As Boolean

If n < 4 Then suma_prim_semi = 0: Exit Function
s =4 °’Suma de primeros semiprimos

i =4 ’Numero de sumandos

k=1

es = False

While s <= n And i <= n And Not es

If s =n Then

es = True ‘Es suma

Else

i=i+1:Ifessemiprimo(i) Thenk=k+1:s=s+i
End If

Wend
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If es Then suma_prim_semi = k Else
suma_prim_semi =0
End Function

Con esta funcién podemos, por ejemplo, encontrar el
primer semiprimo de este tipo con cinco cifras:
15469=31*499, suma de los 100 primeros semiprimos.

Primos

Un semiprimo también puede ser suma de los primeros
primos. Basta para encontrarlos con cambiar en la
funcion propuesta essemiprimo(i) por esprimo(i).

Los primeros elementos son:

| semiprimo | Factores | Num. Sumandos
10 2.]5.1] 3
58 [2.1][29.1] 7
77 [7.4][11.1] 5
129 [3.1][43.1] 10
381 [3.1][127.1] 16
501 [3.1][167.1] 18
791 [7.1][113.1] 22
1371 [3.1][457.1] 28
1851 [3.1][617.1] 32
2127 [3.1][709.1] 34
2427 [3.1][809.1] 36
2747 [41.1][67.1] 38
3831 [3.1][1277.1] a4
4227 [3.1][1409.1] 16
4661 [59.1][79.1] 18

Por ejemplo, 129 es semiprimo, pues 129=3*43 y 129
es suma de los diez primeros primos:

129=2+3+5+7+11+13+17+19+23+29

Estan publicados en https://oeis.org/A189072, y en los
comentarios presentan también los numeros de
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sumandos. En ella se usa el construir las sumas desde
el primer primo. Este es codigo PARI usado:

{a=0; s=[]; forprime(p=2, 104,
2==bigomega(a=a+p)&s=concat(s, a)); s}

Es muy sintético, pero algo dificil de entender.

Las diferencias entre ellos siempre seran sumas de
primos consecutivos, como era de esperar. Por
ejemplo, 2427-2127=300=139+151.

Al igual que en el caso anterior, algunos de ellos se
corresponderan con sumas consecutivas, y en ese
caso, su diferencia sera un numero primo. Asi, 77-
58=19.

Cuadrados

Si en nuestra funcibn cambiamos el ser primo o
semiprimo por ser cuadrado, obtendremos los
semiprimos que son suma de los primeros cuadrados.
Al intentarlo nos llevamos una aparente sorpresa, y es
que solo aparecen tres soluciones:

| semiprimo | Factores |Num. Cuadrados|
14 2.A17.1] 3
55 [5.1][11.1] 5
91 [7.1][13.1] 5

No es tal sorpresa, si recordamos la expresion de la
suma de los n primeros cuadrados:
nn+1)2n+1)

6

S(n) =
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En los ejemplos de la tabla, al dividir entre 6 el producto
n(n+1)(2n+1), se elimina un factor y quedan dos,
formando un semiprimo:

3*4*7/6=2%7; 5*6*11/6=5%11; 6*7*13/6=7*13
Para valores de n mayores que 6, ya no pueden quedar

dos factores primos al eliminar el 2 y el 3 procedentes
del denominador 6:

El producto n(n+1) es divisible entre 2, y al ser n>6, se
obtendran dos factores, a los que habria que afadir
2n+1. Si ese producto también contiene al 3, al
eliminarlo seguiriamos teniendo dos factores en
n(n+1)/6, porque ni n ni n+1 son iguales a 6, y al afadir
2n+1 obtendriamos tres factores primos al menos.
Nunca un semiprimo.

El factor 3 puede estar contenido en 2n+1, pero esta
seria una situacibn aun mas desfavorable para que
queden dos factores primos.

Triangulares

Vista la experiencia con los cuadrados, es de esperar
que en esta propuesta también obtengamos resultados
limitados:

| semiprimo | Factores |NGm. Triangulares
4 2.2] 2
10 [2.1][5.1] 3
35 [5.1][7.1] 5

No es necesario analizarlo. Si la suma es de polinomios
salvo algun denominador entero, siempre nos ocurrira
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lo mismo. Por eso, no hay que intentarlo con numeros
poligonales o piramidales.

CONJUNTO DE DIVISORES SEMIPRIMOS

La busqueda de los divisores semiprimos de un numero
N es similar a la de los divisores primos. Aqui
deberemos buscar entre todos los numeros menores o
iguales a N, pues existen semiprimos consecutivos y no
nos podemos saltar ninguno.

Una forma sencilla de identificar si un numero k es
divisor de N es exigir que N/k=N\k, porque entonces la
division normal “/” coincidira con la entera “\”’, lo que
supone que el resto de la division es cero. Si le
anadimos la condicion essemiprimo(k), ya los
tendremos identificados.

La siguiente funcidn construye el conjunto de divisores
primos y los cuenta:

Function div_semi$(n, repe As Boolean)

Dim k, m, nn, e

Dim s$

‘La funcidn posee el parametro repe para detectar si un
divisor puede estar elevado a una potencia

If esprimo(n) Then div_semi = "0": Exit Function
If essemiprimo(n) Then m = m + 1: div_semi = "1 : "
+ Str$(n): Exit Function ‘Casos primo y semiprimo
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m = 0 ‘Contendra el numero de divisores

s = ""Sera la lista de divisores

k =4 ’Comenzamos a ensayar semiprimos

While k <= n

If essemiprimo(k) And n/ k = n\ k Then ‘Es divisor
semiprimo

nn = n: e = 0 ‘Posibles exponentes

If repe Then ‘Caso de repeticion
Whilenn/k=nn\k:e=e+ 1: nn =nn/k: Wend
End If

If repe Thenm=m+eElsem=m+1

s =s + Str$(k) ‘Recoge una nueva solucion

If e>1 Then s =s + "A" + ajusta(e )Exponente

End If

k=k+1

Wend

s = ajusta(m) +
espacio en blanco
div_semi=s
End Function

+ s ‘ajusta es como Str$ sin

Para el caso de no contar repetidos, estos son los
primeros valores. Los resultados se componen del
numero de divisores seguido de la lista de semiprimos:
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| N | Divisores semiprimos |

O 0O =] O N &= o M =

=y
=

Y
A% ]

46

=t |
= ]

© 14
15
4

JEE N Y Y
00 = 00 n

69

=y =y
[Te) =y
MOMNO =2 =220 MNO =2 =0 =220 =20 00

]
=

410

El numero de divisores esta publicado en
https://oeis.org/A086971

En esa direcciéon figura un ‘programa en PARI
sumamente sintético:

a(n) = sumdiv(n, d, bigomega(d)==2)

También en ella se usa otra definicion de estos
divisores, como aquellos semiprimos que dividen a N,
pero a su cuadrado no.

La ultima igualdad vale 1 si es verdadera, por lo que la
suma se convierte en un conteo.

Para cualquier numero elegido al azar disponemos de
la misma respuesta. Por ejemplo, el numero 2160
posee este conjunto de divisores semiprimos: 5: 46 9
10 15, es decir, 5 divisores, 4, 6, 9, 10, 15.
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Podemos encontrar también la lista de divisores
semiprimos contando repeticiones, si en la funcion
anterior usamos el parametro 1. En la siguiente tabla la
hemos aplicado en numeros de cuatro cifras:

| N | Divisores semiprimos |

1000 5: 410*3 25

1100 6: 4102222555
1200 7: 4"2610°21525
1300 6: 410"2 252665
1400 6: 410214 2535
1500 6: 461021525
1600 6: 4*310"2 25

1700 6: 410225 34 85
1800 9: 4B8"2 0102152 25
1900 6: 410"2 253895

Los repetidos figuran con su exponente.
Version numérica

En la funcion que usamos podemos concretar la salida
como el numero de divisores nada mas. De esa forma
podemos catalogar bien el objeto de la busqueda. Por
ejemplo, ¢;Cual es el primer numero de cinco cifras con
seis divisores semiprimos sin repetir?

Las primeras soluciones son

| Numero de 5 cifras | Divisores semiprimos
10005 5 1560 87 115 145 667
10030 6 10 34 85 118 295 1003
10038 6 61421478 717 1673
10065 6 1533 55 183 305 671
10070 & 10 38 95 106 265 1007
10074 6 64669 146 219 1679

El primer numero con seis divisores es el 210, y sus
divisores son 6, 10, 14, 15, 21 y 35. En la direccion
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numero de divisores.

Todos estos recuentos se pueden realizar a partir de la
descomposicién factorial del numero, como un ejercicio
de combinatoria elemental.

Por ejemplo, 210=2*3*5*7, y basta agruparlos por
pares: 2*3=6, 2*5=10, 2*7=14, 3*5=15, 3*7=21, 5*7=35.
Si existen factores repetidos, hay que combinar con
cuidado, para no repetir soluciones, En 540=2"2*3"3*5
irlamos construyendo 2*2=4, 2*3=6, 3*3=9, 2*5=10,
3*5=15.

Con la funcion div.semi y parametro O:
div_semi(540;0)=5: 4691015

Nota

En el conjunto de divisores semiprimos no se puede
definir un orden parcial mdltiplo-divisor, ya que ningun
semiprimo es multiplo de otro. Por eso, al contrario de
los divisores generales, este conjunto no forma reticulo.
Puedes consultar

https://hojaynumeros.blogspot.com/2013/05/reticulos-
en-el-conjunto-de-divisores-1.html y siguiente.
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SIGMAS DE DIVISORES SEMIPRIMOS

Al igual que con los divisores habituales y los unitarios,
los divisores semiprimos pueden dar lugar a funciones
SIGMA 'y TAU.

En la entrada anterior usamos la funcion div_semi para
encontrar y contar los divisores semiprimos de un
numero. Esta seria la funcion TAU en este caso.
Bastara cambiar ligeramente estas lineas de su codigo
para sumar en lugar de contar o usar potencias:

If essemiprimo(k) And n/ k = n \ k Then ‘Es divisor
semiprimo

nn = n: e = 0 ‘Posibles exponentes

If repe Then ‘Caso de repeticiéon
Whilenn/k=nn\k:e=e+ 1: nn =nn/k: Wend
End If

Ifrepe Thenm=m+eElsem=m+1

La ultima linea cuenta divisores, pero si la
sustituyéramos por m=m+e*k*t o m=m+k™t nos
serviria para el calculo de la familia de las SIGMAS, que
suman divisores, o sus cuadrados, o también cualquier
potencia. Incluso si el exponente es 0, la funcién
seguiria contando en lugar de sumar, es decir, que
seria TAU. Estos pequefios cambios en la funcion
div_semilos daremos por supuestos en cada caso.
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Funciones SIGMA

Tradicionalmente, estas funciones han sumado los
divisores de un numero o bien alguna potencia de ellos.
En el caso de los semiprimos les afiadiremos S para
distinguirlas. Asi SIGMA3_S sumara los cubos de los
divisores semiprimos. Por ahora no consideraremos las
repeticiones.

La mas sencilla sera SIGMA S, que sumara los
divisores semiprimos sin contar repeticiones. En la
funcion div_semi sustituiremos m=m+1 por m=m+k. De
esta forma podemos calcular la suma sin repeticion si
usamos el parametro repe=0. Por ejemplo, para 330
pediriamos DIV-SEMI(330;0). En la imagen podemos
comparar la lista de divisores semiprimos con su suma:

Numero 330
Lista de divisores semiprimeos&: 6 10 1522 33 55
Suma sin repeticion 141

Asi que, en este caso, SIGMA _S(330)=141

El resultado, para los primeros numeros es:
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[ N [ SIGMA S(N) | DIVISORES |
1 0 0:
2 0 0
3 0 0
4 4 1: 4
5 0 0
& 6 1: 6
7 0 0
8 4 1: 4
9 9 1:9
10 10 1: 10
1 0 0
12 10 2: 46
13 0 0
14 14 1: 14
15 15 1: 15
16 4 1: 4
17 0 0
18 15 2: 69
19 0 0
20 14 2: 410

Podemos comparar las dos ultimas columnas para
verificar las sumas.

Las sumas de la segunda columna estan publicadas en
https://oeis.org/A076290

Tambien, si cambiamos ligeramente la version en PARI,
obtendremos los mismos resultados. Esta seria la
nueva version:

sigma_s(n)= sumdiv(n, d, (bigomega(d)==2)*d)
print(sigma_s(330))

Su resultado:

? sigma_s(n)= sumdiv{n, d, (bigomega(d)==2)%d)
print(sigma_s(338))
141

Y para los 20 primeros:
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? sigma_s(n}= sumdiv(n, d, (bigomega(d)==2)%d)
for(i=1,28,printl{(sigma _s(i},", "))
@, @, 0, 4,0,6,0, 4 9, 10, 0, 10, 0, 14, 15, 4, @, 15, @, 14,

Observamos que coinciden con los publicados.

Hemos intentado buscar numeros s_perfectos, que
coincidan con la suma de sus divisores semiprimos,
pero no hemos encontrado ninguno para numeros
inferiores a 2*10"6. Entre los 20 primeros son todos
S_deficientes, y, segun nuestras busquedas, 30 es el
unico s_abundante, pues sus divisores primos suman
31: 6+10+15=31

Algunos tipos de sigma_s

Los resultados de la suma de divisores pueden
presentar alguna curiosidad. Recorremos posibilidades:
Sigma_s semiprima

Si un numero N es semiprimo, el valor de SIGMA_S(N)
coincide con N, luego sera otro semiprimo. Si no lo es,
si puede serlo SIGMA S. Estos son los primeros
ejemplos:
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Factores | SIGMA(N) | Factores

12
16
18

24
27
32
40
44

30
54
60
64
66

81
88
a6
100
102
110

116

Observamos algo logico, y es que las potencias de
primos poseen una sigma_s semiprima, pues coincidiria
con el cuadrado de ese primo. De paso hemos
descubierto que existen infinitas sigmas cuadradas.

Sigma_s cuadrada

Dejamos aparte las sigmas de las potencias de primos,
que son todas cuadradas, e investigamos si existen en

[2.3]
[2.2][3.1]
[2.4]
[2.1][3.2]
[2.2][5.1]
[2.3][3.1]
[3.3]

[2.5]
[2.3][5.1]
[2.2][11.1]
[2.4][3.1]
[2.1][5.2]
[2.1][3.3]
[2.2][3.1][5.1]
[2.6]
[2.2][17.1]
[2.4][5.1]
[3.4]
[2,3][11.1]
[2.5][3.1]
[2.2][5.2]
[2.1][3.1][17.1]
[2.1][5.1][11.1]
[2,2][29.1]

otros casos. El resultado es
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4
10
4
19
14
10
9
4
14
26
10
39
15
39
4
38
14
9
26
10
39
91

a7
62

2.2]
[2,11[5.1]
[2.2]
[3.1][5.1]
[2.1][7.1]
[2.11[5.1]

[2.2]
[2,1]119.1]
[2.1][7.1]
[3.2]
[2.1]113.1]
[2.11[5.1]
[3.1][13.1]
[7.1]113.1]
[3.1][29.1]
[2,1]131.1]



N no potencia de primo | Factores | Sigma cuadrada

138 [2.1][3.1][23.1] 121
225 [3.2][5.2] 49
306 [2.1][3.2][17.1] 100
426 [2.1][3.1][71.1] 361
516 [2.2][3.1][43.1] 225
644 [2.2][7.1][23.1] 225
675 [3.3][5.2] 49
918 [2.1][3.3][17.1] 100
975 [3.1][5.2][13.1] 144
1002 [2.1][3.1][167.1] 841
1032 [2.3][3.1][43.1] 225
1125 [3.2][5.3] 49
1140 2.2][3.1][5.1][19.1 225
1146 [2.1][3.1][191.1] 961
1150 [2.1][5.2][23.1] 196
1220 [2.2][5.1][67.1] 441
1230 2.1][3.1][5.1][41.1 441
1288 [2,3][7.1][23.1] 225
1305 [3.2][5.1][29.1] 256
1316 [2.2][7.1][47.1] 441

Aparecen tres numeros poderosos, como 225, 675 y
1125. Estos poseen todos los factores primos con
exponentes superiores a la unidad, lo que explica que
se esperen sigmas cuadradas.

Sigma_s prima

Por ultimo, destacamos que aparecen bastantes sigmas
primas en los primeros numeros, y que vuelven a
aparecer numeros poderosos.
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Numero | FACTORES | SIGMA_S PRIMA

30 [2.113.115.1] 31
36 [2.2][3.2] 19
42 [2.113.11[7.1] 41
66 [2.1]3.1111.1] 61
70 [2.115.11[7.1] 59
72 [2.3][3.2] 19
78 [2.1]13.1113.1] 71
105 [3.11[5.11[7.1] 71
108 [2.2][3.3] 19
114 [2.1][3.1][19.1] 101
130 [2.1][6.1][13.1] 101
144 [2.4][3.2] 19
154 [2.A]7.1]11.1] 113
165 [3.1][5.1][11.1] 103
174 [2.1][3.1][29.1] 151
182 [2.1][7.1][13.1] 131
196 [2.2][7.2] 67
210 2. A13.1][5.1][7.1 101
216 [2.3][3.3] 19
222 [2.1][3.1][37.1] 191

Las otras sigmas

Sumas de cuadrados

Podemos sumar los divisores semiprimos previamente
elevados al cuadrado, con lo que lograriamos
SIGMA2_S. Basta un pequefio ajuste en nuestras
funciones, usando la operacion m=m+k*2

Los primeros resultados serian
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13 0
14 196
15 225

t 14
15
18 16 4
17 0
18 117
18 0

20 116

[ N [sicmaz s(N)| DIVISORES |
1 0 0:
2 0 0
3 0 0
4 16 1: 4
5 0 0
6 36 1: 8
7 0 0
8 16 1: 4
] 81 1:9
10 100 1: 10
1 0 0
12 52 2: 48
0
1
1
1
0
2
0
2

410

Por ejemplo, SIGMA2_S(2160)=458, porque esa es la
suma de los cuadrados de sus divisores semiprimos:
472+672+92+1072+1572=458

El valor de SIGMA2_S(N) es mayor o igual al de
SIGMA_S(N), lo que nos abre la posibilidad de que aqui
si existan numeros s2 perfectos. Y es asi, porque en la
tabla vemos que SIGMA2_S(16)=16. ¢Existiran mas?
Los buscamos, y los primeros son: 16, 81, 625 y 2401,
es decir, potencias cuartas de primos, en los que su
divisor semiprimo es un cuadrado de primo, y al
elevarlo al cuadrado, resulta N, que asi se convierte en
un s2_perfecto.
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Hemos acudido a la velocidad de PARI, y al menos,
para numeros inferiores a 10”6, todos los s2_perfectos
son potencias cuartas de primos:

§2 perfectos Primeros primos
16 2
81 3
625 5

2401 7
14641 11
28561 13
83521 17
130321 18
279841 23
707281 28
923521 31

Otras sigmas de potencias

Las sumas con cubos son:

[ N [siGMAZ_S(N)| DIVISORES |

1 0 0:

2 0 0

3 0 0

4 64 1: 4
5 0 0

& 216 1: 6
7 0 0

8 64 1: 4
9 729 1:9
10 1000 1: 10
1 0 0

12 280 2: 46
13 0 0

14 2744 1: 14
15 3375 1: 15
16 64 1: 4
17 0 0

18 945 2: 69
19 0 0

20 1064 2: 410
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Igual se encontrarian para otras potencias. Lo dejamos
aqui.

DESCOMPOSICION EN SEMIPRIMOS

Son interesantes las posibilidades de descomponer un
numero N mediante factores semiprimos. En primer
lugar, hay que ponerse de acuerdo en como deseamos
que se construya esa factorizacion. Veremos algunas
variantes que se pueden plantear, y comenzaremos por
la mas natural.

Factorizacion completa con repeticion

Un numero, como el 100, se puede construir como
producto de dos factores semiprimos de dos formas:
100=10*10=4*25 (en la primera existe repeticion).
Otros, como veremos a continuacion, admiten hasta
cinco productos distintos. Asi, 1764=2%*3%*72, admite los
divisores semiprimos 4, 6, 9, 14, 21 y 49. Si los
multiplicamos convenientemente para que su producto
sea 1764, nos resultan cinco posibilidades (salvo el
orden).

1764=4%9*49=4"21*21=6"649=6%14"21=9"14*14

Sin embargo, el numero 420, que tiene como divisores

semiprimos 4, 6, 10, 14, 15, 21 y 35, no admite

factorizaciones de este tipo.

Se adivina facilmente la razén, y es que 420 posee un

numero impar de factores primos, 2,2, 3,5y 7, y asi no
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hay forma de crear conjuntos de semiprimos con
factores disjuntos, cuyo producto sea 420, pues
siempre sobraria un primo.

Sin embargo, 1764 si posee un numero par de factores
primos: 2, 2, 3, 3, 7 y 7. Con estos dos ejemplos ya
podemos construir un criterio:

Poseeran factorizaciones semiprimas aquellos numeros
con un numero par de factores primos (contados con
repeticion)

Esto excluye, por ejemplo a los numeros primos y a las
potencias impares de los mismos.

El numero de factorizaciones de este tipo esta
publicado en https://oeis.org/A320655.

Aqui disponemos de la herramienta Cartesius para
comprobar ese numero (descargable desde
http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/herrcomb.htm#cartesius y ya usada en esta
serie sobre semiprimos)

Para encontrar las factorizaciones comenzaremos por
crear la lista de divisores semiprimos, mediante nuestra
funcién div_semi, usada en anteriores cuestiones sobre
divisores semiprimos. Tomaremos como ejemplo el
contenido en la pagina de OEIS citada, el 900:

DIV_SEMI(900)=6: 469 10 15 25

Posee seis divisores de este tipo. Con esta lista
planteamos en Cartesius lo siguiente:
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Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes filaz en blanco)
XTOTAL=3

XT=46910,1525
PRODUCTO=900

CRECIENTE

Lo explicamos:

XTOTAL=3 indica que buscamos trios de factores, la
mitad de los seis factores primos que existen.

XT=4,5,9,10,15,25 crea la lista de factores semiprimos
que vamos a usar (el formato es que estén separados
s6lo por una coma)

PRODUCTO=900 el producto que pretendemos crear.
CRECIENTE es la condicidn para evitar duplicidades.

Pulsamos el botdon Iniciar y obtenemos los cinco
productos posibles:

[F-RE- B - R

X2 X3 ¥ X5 X6 X7 X8 X9 X10 M X2 |s

9 25 900
15 15 900
6 25 900
10 15 900
10 10 900

Observamos que coinciden con los publicados en OEIS:
900 = (4*9*25)

900 = (4*15*15)

900 = (6*6*25)

900 = (6*10*15)

900 = (9*10*10)
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Aunque el dato del 900 no esta visible en la pagina de
OEIS, lo puedes consultar el la lista general (ver
https://oeis.org/A320655/b320655.txt)

898 1
850 1
g9@a 5
981 1
cgz e
983 @
ces4 1

En ella esta asignado el numero 5 al 900. El calculo
directo de ese numero no es sencillo. En esa pagina se
propone una funcion recursiva en PARI, que adaptamos
a nuestro lenguaje y ejemplo:

(n, m=n) = f(1==n, 1, my(s=0); fordiv(n, d,
if((2==bigomega(d)&&(d<=m)), s += A320655(n/d, d)));
(s)); \\ Antti Karttunen, Dec 06 2020

Nuestra version

parti(n, m=n) = if(1==n, 1, my(s=0); fordiv(n, d,
if((2==bigomega(d)&&(d<=m)), s += parti(n/d, d)));
(s);

print(parti(900))

Volcamos este cdodigo en la pagina de PARI y nos
queda:

? parti(n, m=n) = if(1l==n, 1, my(s=0); fordiv{n, d, if((2==bigomega(d)&&(d<=m)}, s += parti(n/d, d)});

shii
print(parti(560))
5

La respuesta es 5, como era de esperar.
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Otros ejemplos
Para N=100

Como 100 es 2*2*5*5 tomo XTOTAL=2. Sus divisores
semiprimos son 4, 10, 25.

Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes lilas en blanco)

XTOTAL=2
XT=4.10,25
PRODUCTO=100
CRECIENTE
Resultado:
X1 X2
4 25
10 10

Obtenemos dos factorizaciones, como se indico
anteriormente.

Otro ejemplo
N=210=2*3*5*7
Planteo en Cartesius:

Escribe a partir de la siguiente fila
U'U'U' [no dejes filas en blanco)
XTOTAL=2

XT=6,10,14,15,21 35
PRODUCTO=210

CRECIENTE
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Resultado:

[x1 X2 X3
B 35
10 21
14 15

Aqui serian 3 los resultados.
Por ultimo
N=9048=2"3*3*13*29

Planteo:
Escribe a partir de la siguiente fila
U'U'U' [no dejes filas en blanco)
XTOTAL=3
XT=46,26,39 58,87 377
PRODUCTO=9048
CRECIENTE
Resultado:
[x1 X2 X3
4 6 37T
4 26 &7
4 39 58
6 26 58

Son cuatro resultados.
Fundamento combinatorio
Aunque no muy claramente, en la pagina de OEIS

enlazada se afirma que el numero de factorizaciones
depende de las particiones de dos elementos en que
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podamos descomponer el conjunto de divisores primos.
Se usa el ejemplo del 900:
The a(900) = 5 multiset partitions into pairs:
{{1,1},{2,2},{3,3}}
{{1,1},{2,3},{2,3}}
{{1,2},{1,2},{3,3}}
{{1,2},{1,3},{2,3}}
{{2,2},{1,3},{1,3}}

Explicado de otra forma, si dos numeros coinciden en
su signatura prima (exponentes de sus factores primos),
coincidiran en el numero de factorizaciones semiprimas.
Por ejemplo, vimos que 100=2%*5? (signatura prima 2,2)
posee dos factorizaciones. Si tomamos otro numero con
idéntica signatura, como 5929=7**11? y seguimos los
pasos necesarios, obtenemos:

49 121
T [

También resultan dos.

El autor ha intentado profundizar en la cuestiéon de
particiones de un conjunto en subconjuntos de dos
elementos, pero pronto se ha encontrado con
planteamientos que usan numeros de Stirling o de Bell,
lo que supera el nivel de este blog. Nos quedamos con
la recursividad en PARI, que funciona bien.
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Uso de un primo para completar semiprimos

Si un numero posee un numero impar de factores
primos, no por eso debemos renunciar a la factorizacion
semiprima. Basta descomponer el cociente del numero
entre cada primo y después completar con ese primo.

Es mejor estudiarlo con nuestro Cartesius. Por ejemplo,
2310=2*3*5*7"11, un numero impar de factores, pero
podemos plantear como si fueran pares y despueés
afadir el factor primo que falta en una columna nueva.
Seria asi:

Escribe a partir de la siguiente fila
U'U'U' [no dejes filas en blanco)
XTOTAL=3

X1=6,10,14,15,21,22 33,35,55,77
X2=6,10,14 15,2122 33 35,55,77
x3=2,3,5711

ES (X1=X2)+(X1=X2)
PRODUCTO=2310

Fijamos los factores en 2, y rellenamos las dos primeras
columnas con los divisores semiprimos. De esta forma
nunca formaremos un producto igual a 2310. Para
completar los productos afiadimos una tercera columna
con los factores primos 2, 3,5, 7y 11.
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Con ello resultan todos los productos, pero debemos
condicionarlos. Lo primero es exigir que el producto sea
igual a 2310, y falta por explicar una condicion, la de

ES (X1<X2)+(X1=X2)

La hemos anadido para evitar duplicidades. Significa
que X1 es menor o igual que X2. La peculiar forma de
escribirlo se debe a que CARTESIUS no usa las
condicones <= 0 <>y hay que acudir a un truco.

El resultado, obtenido sin mas analisis, es:

Desarrollo del producto cartesiano

Total
|X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 K1‘X12| 15
6 35 M 2310
6 55
6 77
10 21
10 33
10 77
14 15
14 33
14 55
15 22
15 77
21 22
21 55
22 35
33 35

2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310
2310

— —
SN~

Pl L B LR R = L LR

Observamos 15 resultados con un producto igual a
2310 y el uso, segun conveniencia, de los primos
aislados de la tercera columna.
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Si algunos factores primos estan repetidos, funciona
igual, pero en los productos también podra haber
semiprimos repetidos. Por ejemplo, 2925=2%*3%*13

El planteo seria similar:

Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes filas en blanco)

XTOTAL=3
X1=9,15,25,39 65
X2=9,15,25,39 65
¥3=3,5,13

ES (X1<X2)+(X1=X2)
PRODUCTO0=2925

Vemos que los primos repetidos se toman sélo una vez
cada uno. El resultado es:

Desarrollo del producto cartesiano
Total

|X1 #2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 K1‘X12| 6
9 25 13 2925
9 65 5 2925
15 15 13 2925
15 3% 5 2925
15 65 3 2925
25 3% 3 2925

En uno de los productos figura el 15 repetido, como era
de prever.

Factores semiprimos sin repeticiéon

Finalizamos las descomposiciones en factores
semiprimos planteando aquellas que no usen factores
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repetidos. Es una exigencia que puede resultar fuerte,
porque  muchos numeros no admiten estas
descomposiciones aunque posean un numero par de
factores. Estan publicados:

A320892 Numbers with an even number of
prime factors (counted with multiplicity) that cannot be
factored into distinct semiprimes. 36

16, 64, 81, 96, 144, 160, 224, 256, 324, 352, 384, 400,
416, 486, 544, 576, 608, 625, 640, 729, 736, 784, 864,
896, 928, 960, 992, 1024, 1184, 1215, 1296, 1312,
1344, 1376, 1408, 1440, 1504, 1536, 1600, 1664, 1696,
1701, 1888, 1936, 1944, 1952, 2016, 2025

Por ejemplo, 160=2°*5, y en cualquier factorizacién hay
que repetir el factor 4.

Con Cartesius basta afadir la condicibon NO REPITE,
para obtener las factorizaciones requeridas. Elegimos
un ejemplo, el 693=3%*7*11:

Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes lilas en blanco)
XTOTAL=2

XT=9.2133,77
PRODUCTO=693

CRECIENTE

NO REPITE

Son condiciones similares a las anteriores, pero
afadiendo NO REPITE. Asi conseguimos las
factorizaciones sin repeticion:
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21 33

Si tomamos nuestro ejemplo del 900, que poseia cinco
factorizaciones, al evitar repeticiones se pierden tres:

Escribe a partir de la siguiente fila
UUU [no dejes filaz en blanco)
XTOTAL=3

XT=46910,1525
PRODUCTO=900

CRECIENTE
NO REFITE

Quedaria:

[x1 X2 X3
4 9 25
B 10 15

Version VBasic

Lo que sigue es un ejercicio de programacion,
prescindible, pero usa un truco que puede ser
interesante. Quien no tenga interés en ello, puede
interrumpir aqui la lectura.

Para encontrar todas las combinaciones de factores
semiprimos sin repetir, expresamos en sistema de
numeracion binario todos los numeros desde el 1 hasta
el cardinal del conjunto de factores menos una unidad.
Asi representaremos cada eleccion de factores con un
binario, desde 000000..., que equivale a no elegir
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ninguno, hasta 111111..., en el que se elegirian todos.
El 010110, por ejemplo, representaria el producto del
segundo factor con el cuarto y el quinto (donde figuran
los unos). El que se elija o0 no cada factor lo reflejamos
en el vector ¢(). Explicado de esta forma parece lento y
complicado, pero el algoritmo resulta rapido en recorrer
todos los productos posibles. El listado es el siguiente,
en forma de funcién:

Function descompsemi$(n)

Dim i, j, contador, tope, m, p, k, fp

Dim producto As Long

Dim seguir As Boolean

Dim su(1000), e(1000) ‘Vectores para acoger factores
Dim st$ ‘String para acoger resultados

If esprimo(n) Then descompsemi = "0": Exit
Function ‘No hay descomposicion
If essemiprimo(n) Then descompsemi = "1 : " +

factores(n): Exit Function ‘Solo una descomposicion.

'En primer lugar se rellena el vector su, con semiprimos

divisores

tope=0:i=0:sty=""

Forj=1Ton

If essemiprimo(j) And n/j=n\j Theni =i+ 1: su(i)

=j: tope = tope + 1

Next j ‘Si es divisor semiprimo se incorpora al vector
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Forj=1To 2 * tope — 1 ‘Se generan los productos

m =j: p = 0: producto = 1

While m > 0: p=p + 1: e(p) = m Mod 2: m = Int(m /
2): Wend ‘Codigos en binario para los productos
Fork=1Top

If e(k) > 0 Then producto = producto * su(k):

Next k ‘Se crean los productos

fp = n/ producto

If fp = 1 Then ‘El producto termina con éxito.
Se incrementa el contador y se escribe la solucion.

contador = contador + 1

st=st+" "

Fork=1Top

If e(k) > 0 Then st = st + Str$(su(k)) + "*"

Next k

If Right$(st, 1) = "*" Then st = Left(st, Len(st) - 1)
If fp > 1 Then st = st + "*" + Str$(fp)

End If

Next j

El resultado se presenta con el contador seguido de la
solucion.

st = ajusta(contador) + " ## " + st

If Right$(st, 1) = "*" Then st = Left(st, Len(st) - 1)
descompsemi = st

End Function
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Los resultados de esta funcion coinciden con los
obtenidos mediante Cartesius:

Descompsemi(900)=2 # 6*10*15 4*9* 25
Descompsemi(693)= 2 ## 21*33 9* 77

Descompsemi(160)= 0 ## (No hay solucién)

En la pagina https://oeis.org/A322353 se recogen los
numeros de factorizaciones en distintos semiprimos, asi
como los record que se producen. Por ejemplo, 1260 es
el primer numero con cinco factorizaciones. Lo
comprobamos:

Descompsemi(1260)=5## 9*10*14 6*14*15 6~
1021 4*15*21 4*9* 35

Con esta funcién podemos encontrar aquellos numeros
que so6lo admiten una descomposicion sin ser
semiprimos:
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No semiprimo | Factores |Factnrizaci6n unica

24 [2.3][3.1] 1#8 4°6
36 [2.2][3.2] 188 4°9
40 [2.3][5.1] 1#¢ 4°10
54 [2.1][3.3] 1#¢ 6°9
56 [2.3][7.1] 188 4°14
88 [2.3][11.1] 1#8 4" 22
100 [2.2][5.2] 188 4°25
104 [2.3][13.1] 1#8 4°26
135 [3.3][5.1] 188 9°15
136 [2.3][17.1] 1#8 4°34
152 [2.3][19.1] 188 4738
184 [2.3][23.1] 1#8 4" 46
189 [3.3][7.1] 188 921
196 [2.2][7.2] 1#8 4" 490
216 [2.3][3.3] 188 4°6°0
225 [3.2][5.2] 1## 9°25
232 [2.3][29.1] 188 4°58
240 [2.4][3.1][5.1] 1## 4610
248 [2.3][31.1] 188 4°62
250 [2.1][5.2] 1## 10°25
206 [2.3][37.1] 188 4°74

Es facil descubrir por qué son estos y no otros.

Otra factorizacion

El autor Gus Wiseman, de la Universidad de California,
ha estudiado casi todas las factorizaciones que hemos
desarrollado, y algunas otras suyas usan
indistintamente los primos y los semiprimos como
factores. Anteriormente hemos usado aqui los dos
tipos, pero con un solo numero primo para completar.
Ahora los usaremos como un solo conjunto. Basta
cambiar ligeramente nuestra ultima funcidn para que los
vectores su() y e() admitan también divisores primos.

Este ha sido el resultado para los veinte primeros
numeros:
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SIN REPETICION
N [ Factores primos y semiprimos
1 0##

2 12

3 1.3

4 1#%F 4
5

8

7

8

1. 5

2 23 6

1. 7

1 ¢
9 1#
10 2##
11 11
12 2#¢ &
13 1013
14 2 ##
15 2##
18 O ##
17 1017
18 2## 36 29
12 1. 18
20 2#F 45 210

K WO M
* *
LAY

10

.

2*6

2*7 14
6 156

Puede que se echen de menos algunas factorizaciones,
pero es que no admiten repeticidn, si no, seria 8=2*2*2,
y no ha resultado asi.

Gus Wiseman las ha publicado en
https://oeis.org/A339839

A339839 Number of factorizations of n into distinct
primes or semiprimes.

1,1,1,1,1,2,1,1,1,2,1,2,1,2,2,0,1,2, 1, 2, 2, 2,
1,2,1,21,2,1,4, 1,

Reproducimos aqui algunas factorizaciones logradas
con nuestra funcion:

30: 4## 2*3*5 56 3*10 2"15
60: S5## 3*4*5 2*5*6 2*3*10 610 4"15
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180: 6 # 2*3*5*6 4*5*9 3*6"10 2*9*10
3*4*15 2*6*15

210:10## 2*3*5*7 5*6*7 3*7°10 3*5* 14
2*7*15 14*15 2*5*21 1021 2*3*35 6*35
Con estos ejemplos damos por finalizado el repaso que
hemos emprendido sobre las factorizaciones con

semiprimos. Queda algun tipo, pero aqui paramos el
desarrollo.
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NUMEROS ARITMETICOS

CONCEPTO Y EJEMPLOS

Los numeros aritméticos son aquellos en los que el
promedio de sus divisores positivos es un numero
entero. Expresado de otra forma, aquellos en los que su
funcion TAU (numero de divisores) divide a su funcion
SIGMA (suma de divisores). Su similitud con nuestros
numeros AROLMAR nos ha motivado a estudiarlos.

(ver http://www.hojamat.es/publicaciones/arolmar.pdf)

El interés de estos numeros no esta en descubrirlos, ya
que son abundantes, estan publicados
(https://oeis.org/A003601) y son faciles de encontrar.
Basta exigir que TAU(N) divida a SIGMA(N). Ambas
funciones las puedes encontrar implementadas para
hoja de «calculo en este blog y en nuestras
publicaciones. Aqui nos interesaran mas sus distintos
tipos y propiedades.

En la siguiente tabla hemos organizado una busqueda:
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N [sicma(y) [TAUM)  [COCIENTE

1 1 1 1 Aritmético
2 3 2 15

3 4 2 2 Aritmético
4 T 3 2,33333333

5 6 2 3 Aritmético
6 12 4 3 Aritmético
7 8 2 4 Aritmético
8 15 4 3,75

9 13 3 4,33333333

10 18 4 4,5

11 12 2 6 Aritmético
12 28 6 4,66666667

13 14 2 7 Aritmético
14 24 4 6 Aritmético
15 24 4 6 Aritmético
16 31 5 6,2

Observamos que son aritméticos 1, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14
y 15.

Los primeros, ya publicados, son:

1,3,5,6, 7, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, 23, 27,
29, 30, 31, 33, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47,
49, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 61, 62, 65, 66, 67, 68,
69, 70, 71,73, 77,78, 79, 83, 85, 86, 87, 89, 91, 92, 93,
94, 95, 96, 97, 99, 101, 102, 103, 105,...

Para quienes no tengan interés en las dos funciones

SIGMA y TAU, adjuntamos una sencilla funcidn en
Vbasic para Excel y Calc:
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function esaritmetico(n) as boolean
dim t,s,i,c

t=0 'variable para TAU

s=0 'variable para SIGMA
fori=1ton

if n/i=n\i then 'se trata de un divisor
t=t+1 'incrementa TAU

s=s+i 'incrementa SIGMA

end if

next i

c=s/t cociente entre SIGMA 'y TAU
if c=int(c) then esaritmetico=true else
esaritmetico=false

End function

Aplicando esta funcion a cualquier buscador obtenemos
la lista de numeros aritméticos.

Por ejemplo, esta es la lista de ellos entre 1000 y 1020:
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Db | E | F | G | H | 1 | J

[

1020 Visor busquedas = I ]

| l

1020 1000 |

[N SIGMA__ | TAU [ COCIENTE |

1001 1344 8 168 |

| | 002 | 2016 | 8 | 282

| | 2003 | 1080 | 4 | 270 |

| | 1004 | 1764 | 6 | 204 |

| | 1005 | 1632 | 8 | 204 |

| | 1006 | 1512 | 4 | 3w |

| | 1007 | 1080 | 4 | 20

| | 1008 | 1010 | 2 | 505 |
| [ 1011 | 1352 | 4 | 338
| | 1012 | 2016 12 168
| | 1013 | 1014 2 507
| | 1014 | 2196 12 183
1015 | 1440 ] 180
| | 1016 | 1820 8 240
| | 1007 | 1482 6 247
| | 1019 | 1020 2 510
1020 3024 24 126

+ | Hojal [ Hojaz | Hojad [ Hojad |

Observamos que casi todos los numeros de ese rango
son aritméticos. Mas adelante combinaremos esta
funcion esaritmetico con otras, para buscar propiedades
interesantes.

Para busquedas con PARI, la mejor funcion es la
publicada en OEIS:

is(n)=sigma(n)%numdiv(n)==0 \\ Charles R
Greathouse |V, Jul 10 2012

En la siguiente imagen se ha usado esta funcidn en la

pagina oficial de PARI, para comprobar el listado
anterior:
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? is{n)=sigma(n)%¥numdiv(n)==0

for(i=1,108,if(is(i)},print1(i,", ")))

1, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 28, 21, 22, 23, 27, 29, 38, 31, 33, 35, 37,
38, 39, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 49, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 68, 61, 62, 65,
66, 67, 68, 69, 7@, 71, 73, 77, 78, 79, 83, 85, 86, 87, 89, 91, 92, 93, 94, 95, 96,
97, 99,

is(n)=sigma(n)%numdiv(n)==0
for(i=1,1e0,if(is(i),print1(i,”, ")))

A nivel elemental es adecuado el uso de nuestro
Buscador de Naturales

(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
entas/herrarit.htm#buscador)

Buscamos desde el nimero 1

Solucién Detalles
1 Hasta el nimero 30

5 Con estas propiedades:

7 ES ENTERO(SUMDIV(N)YNUMDIV(N))

Se entiende facilmente la condicion impuesta.

Caracter multiplicativo

Para entender algunas cuestiones que seguiran, hay
que recordar que las funciones SIGMA y TAU son
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multiplicativas, es decir, que en ellas se cumple la
igualdad fundamental de este tipo de funciones, que es

F(a*b)=F(a)*F(b) si a y b son primos entre si.
Puedes consultar la teoria de estas funciones en

nuestra  publicacion  “Funciones  multiplicativas”
(http://www.hojamat.es/publicaciones/multifun.pdf)

Se puede construir un pequeino esquema con Excel o
Calc para comprobar esta propiedad:

Factores Es aritmético?

13 VERDADERO

1881 VERDADERO

Producto 24583 VERDADERO

Escribimos dos aritméticos primos entre si vy
comprobamos que su producto también es aritmético.

Numeros primos y sus productos

Todos los numeros primos p mayores que 2 son
aritméticos, ya que son impares, su funcién Sigma(p)
equivale a 1+p, par, y su funcién Tau(p) es 2, luego su
cociente es entero. Como consecuencia, segun
demostré Ore (O. Ore, On the averages of the divisors
of a number, Amer. Math. Monthly 55
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(1948), 615-619), todo numero libre de cuadrados
impar ha de ser aritmético, porque se puede aplicar la
propiedad multiplicativa a todos sus factores primos.
Como ejemplo, hemos repetido el esquema de mas
arriba usando productos de distintos primos:

Factores Es aritmético?

7711713 1001 VERDADERO
31741 1271 VERDADERO
Producto 1272271 VERDADERO

Segun lo anterior, los numeros semiprimos impares no
cuadrados deberan ser aritméticos. Por ejemplo,
851=23*37

SIGMA(851)=SIGMA(23)*SIGMA(37)=24*38=912
y como TAU(851)=4, se cumple la definicion al ser 912
divisible entre 4.

Aritméticos no libres de cuadrados
Existen muchos numeros aritméticos que no son libres
de cuadrados. Uniendo las dos propiedades de ser

aritmético y de poseer una parte cuadrada mayor que 1,
resultan estos otros numeros:
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20, 27, 44, 45, 49, 54, 56, 60, 68, 92, 96, 99, 116, 125,
126, 132, 135, 140, 147, 150, 153, 164, 168, 169, 184,
188, 189, 198, 204, 207, 212, 220, 224, 236, 245, 248,
260, 261, 264, 270, 275, 276, 280, 284, 294,...

Entre ellos hay cuadrados, cubos o productos de
cuadrados por otros factores. Segun se explica en la
pagina https://oeis.org/A023883, algunos tipos de ellos
se pueden identificar:

Cuadrados de primos del tipo 6k+1

Lo podemos comprobar faciimente, pues el valor de
TAU sera 3, y SIGMA sera:

(6k+1)*+6k+1+1=36k*+18k+3

Esta expresion es claramente un multiplo de 3, luego el
numero es aritmético.

Los primeros ejemplos son:
49, 169, 361, 961, 1369, 1849, 3721, 4489, 5329, 6241,
9409, 10609, 11881, 16129,...

Cubos de primos impares

Los cubos de primos tienen cuatro divisores, y en el
caso de impares resulta:
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TAU(N)=(2k+1)%+(2k+1)*+2k+1+1=8k>+12k*+6k+1+4k*+
4k+1+2k+1+1=8k>+16k?*+12k+4, que es multiplo de 4 y
convierte en aritmético al cubo.

Primos del tipo 6k-1 multiplicados por cuadrado de otro
primo

La funcion TAU de p?q, siendo ambos primos sera:
TAU(N)=TAU(p?)*TAU(q)=3*2=6

La funcién SIGMA vendra dada por

(1+p+p*)(1+q)

y bastara con que sea q del tipo 6k-1 para que sea
multiplo de TAU.

En la tabla de los primeros casos de N=p?q observamos
la abundancia de este tipo, de un primo al cuadrado
multiplicado por otro q=6k-1.
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N Factores]

20 [2.2][5.1]
44 [2.2]111.1]
45 [3.2][5.1]
65 [2.2]117.1]
92 [2.2][23.1]
99 [3.2][11.1]
116 [2,2][29.1]
147 [3.1117.2]
153 [3.2]117.1]
164 [2.2][41.1]
188 [2.2][47 1]
207 [3.2][23.1]
212 [2.2][53.1]
236 [2.2][59.1]
245 [5.11[7.2]
261 [3.2][29.1]
275 [5.2]111.1]
284 [2.2][71.1]

Numeros aritméticos primitivos

Vimos anteriormente que el caracter de aritmético tiene
la propiedad multiplicativa, es decir, que el producto de
dos numeros aritméticos coprimos es otro numero
aritmético.

Llamaremos numeros aritméticos primitivos a aquellos
gue no hayan tenido ese origen, que no sean producto
de dos aritméticos coprimos mayores que 1.

Podemos identificarlos con una funcién para VBasic:
193



Function esprimaritmetico(n)
Dimi, a, r
Dim sigue As Boolean

If Not esaritmetico(n) Then esprimaritmetico =
False: Exit Function ‘Si no es aritmético, no seguimos
sigue = True ‘Control de detencidn de la busqueda

i = 2 ‘Posible divisor

r = Sqr(n) ‘Buscamos hasta la raiz cuadrada

While i < r And sigue ‘Bucle de busqueda

If n Mod i = 0 Then ‘Es divisor

a = n/i ‘Posible factor aritmético

If esaritmetico(i) And esaritmetico(n /i) And mcd(i, n
/ i) = 1 Then sigue = False ‘Ambos aritméticos y
coprimos

End If

i=i+1

Wend

esprimaritmetico = sigue

End Function

Con esta funcion y un buscador cualquiera,
identificamos los aritméticos primitivos. Los primeros
son estos:

1,3,5,6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 20, 22, 23, 27, 29, 31,
37, 38, 41, 43, 44, 45, 46, 47, 49, 53, 54, 56, 59, 61, 62,
67, 68, 71, 73, 79, 83, 86, 89, 92, 94, 96, 97, 99, 101,
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103, 107, 109, 113, 116, 118, 125, 126, 127, 131, 134,
137, 139, 142, 149, 150, 151, 153, 157

Estan publicados en https://oeis.org/A342438. Los hay
primos y compuestos, pares e impares.

Los numeros primos han de ser necesariamente
aritméticos primitivos, porque no son producto de dos
factores mayores que 1.

Entre los numeros compuestos, segun A342438,
estaran los cuadrados de primos del tipo 6m+1. La
razdn es que son aritméticos, pues la suma de sus
divisores es

36m?+12m+1+6m+1+1=36m?+18m+3, que es multiplo
del valor de TAU, que es 3.

Como, ademas, no son producto de dos factores
coprimos, deberan ser aritméticos primitivos.

También seran de este tipo los cubos de primos
impares.
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DISTRIBUCION

Basta observar los listados de aritméticos para
comprobar que es relativamente frecuente encontrar
aritméticos consecutivos, o bien diferenciados en dos
unidades o en tres, por lo que este estudio de pequenas
diferencias careceria de interés. De hecho, Paul Erdos
y tres colaboradores hicieron notar que el conjunto de
los aritméticos tiene densidad 1

(ver https://math.dartmouth.edu/~carlp/PDF/31.pdf)

Nos dedicaremos, pues, al extremo opuesto, a
aritméticos consecutivos que se diferencien en varias
unidades.

Si exigimos que la diferencia sea mayor que 2, ya
observamos la poca frecuencia de este tipo de
diferencias, como podemos comprobar en esta tabla:

7 11

23 27
B2 B5
73 i
79 83
119 123
169 173
174 177

Sdlo existen ocho pares con diferencias mayores que 3
entre los 200 primeros numeros. Podemos contar los
que se presentan, por ejemplo, entre los 10000
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primeros, y nos resultarian pares de este tipo s6lo 190.
Como curiosidad, elaboraremos una tabla de intervalos:

Diferencias mayores que 2 en aritméticos consecutivos.

Intervalo Frecuencia

0 a 10000 190
10000 a 20000 167
20000 a 30000 171
30000 a 40000 154
40000 a 50000 149

Vemos que las frecuencias son estables con tendencia
a disminuir.

Si nos vamos a diferencias mayores, las frecuencias
disminuyen bastante. Con las mayores que 3 baja a
menos de la mitad, sobre 55 por cada 10000 y con
mayores que 4 no llega a 10. Después, las diferencias
mayores son muy escasas. Por tanto, los aritméticos
presentan diferencias muy pequefias, casi todas con
valores 1, 2, 3 0 4.

Dentro de las diferencias pequeias, deberan ser mas
escasas las ternas, los conjuntos de tres aritméticos
ordenados que presenten las mismas diferencias.
Hemos encontrado estos casos:
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Conjuntos de aritméticos consecutivos

En un primer intento, con conjuntos de tres, resultan
muchas ternas

]

]

[}

\ 13 14 15
E 190 20 21
: 20 21 22
' 21 22 23
' 29 30 31
: 37 38 39
\ 41 42 43

________________________________________________

Hemos advertido que en la terna (20, 21, 22) los
promedios de los divisores son también consecutivos,
pues son 7, 8 y 9 respectivamente.

7=(1+2+4+5+10+20)/6,
8=(1+3+7+21)/4,
9=(1+2+11+22)/4

Buscamos mas ejemplos y no se han encontrado
ninguno mas entre los numeros menores que 500000.

Por curiosidad, hemos buscado conjuntos de cuatro
consecutivos y también son muy frecuentes, por lo que
no estiramos el tema. Queda abierta una linea de
busqueda.
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TIPOS DE ARITMETICOS
Numeros cuadrados
Si combinamos la funcidon esaritmetico con la de escuad

(muy usada en nuestras publicaciones y en el blog)
encontraremos los numeros aritméticos cuadrados:

| N | SIGMA |  TAU
1 1 1
49 57 3
169 183 3
361 381 3
961 993 3
1369 1407 3

Con PARI llegamos mas lejos en pocos segundos:

aritm(n)={sigma(n)%numdiv(n)==0}
is(n)={aritm(n)&&issquare(n)}
for(i=1,100000,if(is(i),print1(i,", "))

1, 49, 169, 361, 961, 1369, 1849, 3721, 4489, 5329,
6241, 8281, 9409, 10609, 11881, 14641, 16129, 17689,
19321, 22801, 24649, 26569, 32761, 37249, 39601,
44521, 47089, 49729, 52441, 58081, 61009, 67081,
73441, 76729, 80089, 87616, 90601, 94249, 97969, ...

Estan publicados en https://oeis.org/A277793, con el

afiadido de que la media geométrica de los divisores es

también entera. Esta ultima propiedad es tipica de los
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cuadrados, porque en ellos la media geométrica es la
raiz cuadrada del numero.

El caso mas sencillo es el de un primo al cuadrado.
Podemos demostrar facilmente que si el primo es de
tipo 6n+1, su cuadrado es aritmético, y no lo sera en el
caso 6n+5. En efecto, en ambos casos TAU vale 3, ya
que los divisores son 1, py p%, y SIGMA se comporta de
forma diferente en cada tipo:

1)
SIGMA(p)=p*+p+1=(6n+1)?+6n+1+1=36n*+12n+1+6n+1
+1=36n°+18n+3, claramente multiplo de 3, que es el
valor de TAU.

2)
SIGMA(p)=p*+p+1=(6n+5)*+6n+5+1=36n*+60n+25+6n+
5+1=36n°+66n+31, no divisible  entre 3.

En la siguiente tabla (salvo el caso de 14641, que es
una cuarta potencia) observamos que todos los
nameros primos involucrados son del tipo 6n+1 (el 2
que figura en los corchetes es su exponente):

200



Aritmético cuadrade Factores primos
1

49 [7.2]
169 [13.2]
361 [19.2]
961 [31.2]

1369 [37.2]
1849 [43,2]
3721 [61.2]
4489 [67.2]
5320 [73,2]
6241 [79.2]
8281 [7.21113.2]
9409 [97.2]

10609 [103.2]

11881 [109,2]

14641 [11,4]

16129 [127,2]

17689 [7.2119.2]

19321 [139,2]

22801 [151,2]

En la tabla figuran también los productos de cuadrados
de primos cuando son del tipo 6n+1, como 8281 y
176809.

Podemos construir mas aritméticos cuadrados si
multiplicamos factores primos del tipo 6n+1, como
seria, por ejemplo, 2989441=7?*13**19%, que hemos
comprobado su caracter con la funcion esaritmetico.

Aritméticos triangulares
Si usamos las funciones esaritmetico y estriangular

simultaneamente, obtenemos los primeros numeros de
este tipo:
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Numero Factores Orden triangular

1 1

3 [3.1] 2

6 [2.1][3.1] 3
15 [3.1][5.1] 5
21 [3.1][7.1] 6
45 [3.2][5.1] 9
55 [5.1][11.1] 10
66 [2.1][3.1][11.1] 11
78 [2.1][3.1][13.1] 12
o1 [7.1][13.1] 13
105 [3.1][5.1][7.1] 14
153 [3.2][17.1] 17
190 [2.1][5.1][19.1] 19
210 [2A]3.1][5.1][7.1] 20
231 [3.1][7.1][11.1] 21
253 [11.1][23.1] 22
276 [2.2][3.1][23.1] 23
351 [3.3][13.1] 26
378 [2.1][3.3][7.1] 27
406 [2.1][7.1][29.1] 28

No es de extranar su relativa abundancia, ya que todo
triangular se puede descomponer en dos factores
primos entre si (no es dificil razonarlo), lo que, por la
propiedad multiplicativa, facilita su caracter aritmético.
Ocurre algo similar con los numeros oblongos, que son
los dobles de los triangulares.

Aritméticos libres de cuadrados
Este tipo nos interesa en esta publicacion, pues

veremos que contienen a los numeros arolmar que
estudiaremos en la segunda parte. Bastara usar la
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funcion esaritmetico y combinarla con la igualdad
PARTECUAD(N)=1. Con ellas obtenemos la sucesion

1,3,5,6, 7, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 30,
31, 33, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47, 51, 53, 55, 57,
59, 61, 62, 65, 66, 67, 69, 70, 71, 73, 77, 78, 79, 83, 85,
86, 87, 89, 91, 93, 94, 95, 97, 101, 102, 103, 105,
107,...

Hemos destacado en negrita los arolmar, aunque sea
adelantar temas.

Es facil obtenerlos con el Buscador de Naturales:

B desde el nimero 1
Nim. Solucién Detalles
1 1 Hasta el nimero 300
2 3
3 5 Con estas propiedades:
4 6
5 7 ES ENTERO{SUMDIV(N)NUMDIV(N))
6 1 LIBREDECUADRADOS
7 13
8 14
9 15
10 17
1 19
12 2
13 2
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Otros tipos de aritméticos

Repasamos brevemente algunos otros tipos de
aritméticos

Aritméticos oblongos

La segunda columna representa la descomposicion
factorial y la tercera su orden como oblongo.

& [2.1][3.1] 2
20 [2.2][5.1] 4
30 [2.1][3.1][5.1] 5
42 [2.1][3.1][7.1] 6
56 [2.3][7.1] 7

110 [2.1][5.1][11.1] 10
132 [2.2][3.1][11.1] 11
182 [2.1][7.1][13.1] 13
210 [2.1][3.1]5.1][7.1] 14
342 [2.1][3.2][19.1] 18
380 [2.2][5.1][19.1] 19
420 [2.2[3.1][5.1][7.1] 20
462 [2A][3.4][7.4]11.1] 21
506 [2.1][11.1][23.1] 22
552 [2,3][3.1][23.1] 23
702 [2.1][3.3][13.1] 26
812 [2,2][7.1][29.1] 28
870 [2.1][3.1][5.1][29.1] 29
930 [2.1][3.1][5.1][31.1] 30
992 [2.5][31.1] 31
1056 [2.5][3.1][11.1] 32

También este caso y el siguiente se pueden encontrar
con el Buscador.
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Aritméticos cubos

Son mas escasos que los anteriores:

Aritméticos y cubos perfectos
1

27 [3.3]
125 [5.3]
343 [7.3]

1331 [11.3]
2197 [13,3]
2744 [2.3][7.3]
3375 [3.3][5.3]
4913 [17.3]
6850 [19.3]
9261 [3.3][7.3]

12167 [23.3]

13824 [2.91[3.3]

24389 [20.3]

29791 [31.3]

35037 [3.3]111.3]

42875 [5.3][7.3]

Abundan entre ellos los cubos de primos p?, en los que
SIGMA(p®)=1+p+p?+p°, y TAU(p®)=4

Todos los cubos de primos impares son aritméticos. Lo
comprobamos con los dos tipos de primos, 4k+1 y 4k-1:

SIGMA((4K+1)%)=(4k+1)*+(4k+1)*+4k+1+1=64k>+48k>*+

12k+1+16k*+8k+1+4k+1+1=64k>+64k*+24k+4, que es
multiplo de 4, que es el valor de TAU.
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SIGMA((4K-1)*)=(4k-1)>+(4k-1)*+4k-1+1=64k>-
48k>+12k-1+16k>-8k+1+4k-1+1=64k3-32k>+8k+4,
también multiplo de 4.

Puedes comprobar que el nimero 2° no es aritmético.

Todos los que tengan esos factores y que sean libres de
cuadrados, por la propiedad multiplicativa, también
seran aritméticos.

Ademas de ellos apareceran otros con el factor 2, como
2744=2*7° pero no de forma sistematica.

ARITMETICOS CON PROMEDIO PRIMO

Estos son los mas parecidos a nuestros numeros
AROLMAR, ya que en estos ultimos ha de ser primo el
promedio de los factores primos, mientras que ahora
tomaremos todos los divisores.

Deberemos unir a la funcidn esaritmetico la condicion

de que SIGMA(n)/TAU(n) sea un numero primo. Los
primeros encontrados son:
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Aritmético Factores Media prima

3 [3.1] 2

5 [5.1] 3

& [2.1][3.1] 3
13 [13.1] 7
20 [2.2][5.1] 7
37 [37.1] 19
45 [3.2][5.1] 13
49 [7.2] 19
61 [61.1] 31
73 [73.1] 37
150 [2.1][3.1][5.2] 31
157 [157 1] 79
169 [13.2] 61
193 [193.1] 97
277 [277 1] 139
313 [313.1] 157
361 [19.2] 127
397 [397 1] 199
421 [421.1] 211

También se obtienen con el Buscador y la condicion
ES PRIMO(SUMDIV(N)/NUMDIV(N))

Estan publicados en https://oeis.org/A048968

Para encontrarlos con PARI puedes usar lo siguiente:
is(n)={if(sigma(n)%numdiv(n)==0,m=sigma(n)/numdi

v(n),m=1);return(isprime(m))}
for(i=2,10"3,if(is(i),print1(i,", "))

207


https://oeis.org/A048968

Comprobacion:

? is(n)={if(sigma(n)¥numdiv(n)==0,m=sigma(n)/numdiv(n),m=1);return(isprime(m))}
for(i=2,103,if(is(i),print1(i,", ")))

3, 5, 6, 13, 20, 37, 45, 49, 61, 73, 150, 157, 169, 193, 277, 313, 361, 397, 421, 4
57, 541, 613, 661, 673, 733, 757, 832, 877, 961, 997,

Caso de p primo

Si el numero es un primo p, debera ser también primo
(pt+1)/2, que es el cociente entre SIGMA(P) Y TAU(p).
Esta situacion recuerda a los primos de Sophie
Germain, pero en ellos es primo (g-1)/2, siendo q el
asociado de p.

Estan publicados en https://oeis.org/A005383

Segun esta pagina, vendran seguidos del doble de un
primo, como se deduce facilmente. Por ejemplo, el
numero 157 que esta en la tabla viene seguido del
158=2*79.

Segun Zak Seidov, Feb 16 2017, todos ellos, a partir del
13, han de ser del tipo 12k+1. La razon es sencilla, v,
como siempre, distinguimos entre primos del tipo 6k+1
y 6k-1

Si p=6k+1, (p+1)/2=(6k+1+1)/2=3k+1, lo que obliga a
que k sea par, quedando el tipo 12k+1
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Si p=6k-1 (p+1)/2=(6k-1+1)/2=3k, multiplo de 3 y no
primo.

Caso de p compuesto

Es facil ver que son los siguientes:

|Aritmético Factores] Media prima|
6 [2.1][3.1] 3
20 [2.2][5.1] 7
45 [3.2][5.1] 13
49 [7.2] 19
150 [2.1][3.1][5.2] 31
169 [13.2] 61
361 [19.2] 127
832 [2.6][13.1] 127
961 [31.2] 331
1445 [5.1][17.2] 307
1734 [2.11[3.1]117.2] 307
1849 [43.2] 631
5329 [73.2] 1801
8405 [5.1]41.2] 1723
9409 [97.2] 3169
0477 [3.6][13.1] 1003

También estan publicados
(ver https://oeis.org/A048969)
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Subcaso de cuadrados de primos

Observamos que en el listado figuran cuadrados de
primos, y todas las bases son primos del tipo 6k+1,
como ya se comprobo en el caso general.

En estos, SIGMA(n)=1+p+p% con lo que ha de ser
primo (1+p+p?)/3. Ademas, al igual que p, debera ser
del tipo 6k+1:

(1+6k+1+(6k+1)%)/3=(2+6k+36k*+12k+1)/3=12k*+6k+1.
Es del tipo deseado.

Podemos construir una tabla que compare los valores
de p con los de la media de sus divisores, ambos
primos del tipo 6k+1:

[valordep | Media divisores
7 19
13 61
19 127
31 331
43 631
73 1801
o7 3169
103 3571
127 5419
157 8269
199 13267
223 16651
241 19441
271 24571
409 55807
421 50221
661 145861
673 151201
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Los promedios primos de la segunda columna estan
publicados en https://oeis.org/A338299, y los de la
primera columna, en https://oeis.org/A240971

En esta pagina se comenta que, segun la hipdtesis de
Schinzel, ambas sucesiones tienen caracter infinito.

Subcaso de libres de cuadrados

Por analogia con los AROLMAR, nos quedamos con los
compuestos libres de cuadrados, pero en este caso
s6lo hemos encontrado el numero 6, aunque se ha
buscado hasta 10”6.

Caso en el que el promedio es divisor del numero

Otra propiedad que pueden tener los numeros
aritméticos es la de que el promedio de sus divisores
sea también un divisor. Los algoritmos que hemos
usado hasta ahora se pueden adaptar facilmente a esta
nueva propuesta. La funcion esaritmetico puede quedar
asi:
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Function esaritmetico(n) As Boolean
Dimt s, i, c

t=0

s=0

Fori=1Ton
Ifn/i=n\iThen
t=t+1

s=s+i

End If

Next i

c=s/t

If c = Int(c) And n/c = n\ c Then esaritmetico = True
Else esaritmetico = False
End Function

Ha bastado afadir el trozo de cddigo que esta
subrayado en el listado, y que equivale a afirmar que el
promedio de divisores es también un divisor. Con esta
funcion obtenemos los primeros ejemplos:

I | Factores de N| Promedio | N/ promedio|
1 1 1

6 [2.1][3.1] 3 >

40 [2.2]5.1][7.1] 28 5

2?0 [2.1]13,3][5.1] 45 6

672 [2.5][3.1][7.1] 84 8

1638 [2.1][3.2][7.1][13.1] 182 9

2070 [2,1][3.3][5.1][11.1] 270 11

6200 [2,3][5.2][31.1] 620 10

8190 [2,1][3.2][5.1][7.1][13.1] 546 15
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En la tabla figuran los valores de N, sus factores
primos, el promedio de divisores y el cociente de N
entre el mismo, que ha de ser entero.

Este procedimiento se puede adaptar al lenguaje PARI:

is(n)={if(sigma(n)%numdiv(n)==0,m=sigma(n)/numdi
v(n),return(0));return(n%am==0)}
for(i=2,1076,if(is(i),print1(i,", "))

Nos devolvera un listado ya publicado:

6, 140, 270, 672, 1638, 2970, 6200, 8190, 18600,
18620, 27846, 30240, 32760, 55860, 105664, 117800,
167400, 173600, 237510, 242060, 332640, 360360,
539400, 695520, 726180, 753480,... (ver
https://oeis.org/A007340)

Estos promedios resultan ser numeros de Ore, en los
que la media armonica de los divisores también es
entera. Los estudiaremos mas adelante.
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OTROS CASOS PARA EL PROMEDIO

Hemos estudiado el caso en el que el promedio de
divisores es primo, pero puede presentar otra
naturaleza, como cuadrado o triangular. Buscaremos
algunos:

Promedio cuadrado

Los primeros numeros en los que el promedio de sus
divisores es un cuadrado son;

| N| FACTORES PRIMOS| PROMEDIO CUADRADO
1 1

7 [7.1] 4
17 [17.1] 9
22 [2.1][11.1] 9
30 [2.11[3.1][5.1] 9
31 [31.1] 16
71 [71.1] 36
94 [2.1][47 1] 36
97 [97.1] 49
115 [5.1][23.1] 36
119 [7.1][17.1] 36
127 [127 1] B4
138 [2,1][3.1][23.1] 36
154 [2.1][7.1][11.1] 36
164 [2.2][41.1] 49
165 [3.1][5.1][11.1] 36
199 [199.1] 100
210 [2ANBAN5.117.1] 36
214 [2,1][107.1] 81
217 [7.1][31.1] B4
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Respecto a su descomposicion, observamos que
figuran primos, semiprimos, no libres de cuadrados y
otros.

El caso de los primos esta publicado y existe una
expresion para ellos. Los primeros son estos:

7,17, 31, 71, 97, 127, 199, 241, 337, 449, 577, 647,
881, 967, 1151, 1249, 1567,...
(https://oeis.org/A066436)

Son los primos de la forma 2n%1, como facilmente se
comprueba:

SIGMA(p)/TAU(p)=(1+p)/2=n?, luego p=2n>-1.

En efecto, todos los términos, al sumarles una unidad y
dividir entre 2 resultara un cuadrado.

Promedio triangular

Como es un caso muy similar al anterior, omitiremos
algunos pasos. Los primeros términos de la sucesion
son:

1, 5,6, 11,14, 15,19, 27, 29, 38, 41, 54, 56, 65, 68, 71,
78, 89, 91, 92, 94, 96, 109, 115, 118, 119, 128, 131,
132, 138, 140, 145, 154, 165, ...

Y los primos contenidos en la sucesion:
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5, 11,19, 29, 41, 71, 89, 109, 131, 181, 239, 271, 379,
419, 461, 599, 701, 811, 929, 991, 1259, 1481, 1559,
1721, 1979, ...( https://oeis.org/A002327)

Dejamos como ejercicio comprobar que todos tienen la
forma n?-n-1. Por ejemplo: 11=4%-4-1, 599=25°-25-1.
Promedio oblongo

En este caso nos dedicaremos tan solo a los numeros
primos cuyo promedio de divisores tenga la forma n(n-
1), que es un numero oblongo.

Los primeros en cumplir esta condicion son:

3, 11, 23, 59, 83, 179, 263, 311, 419, 479, 683, 839,
1103, 1511, 2111, 2243, 2663, 2963, 3119

También estan publicados, pero con otras definiciones,
en https://oeis.org/A098828.

En realidad, existen diversas expresiones que los
identifican, ademas de ser primos aritméticos con
promedio de divisores oblongo. Estudiamos alguna:
SIGMA(p)/TAU(p)=(1+p)/2=n(n-1), luego p=2n3-2n-1

Esta condicion los identifica de forma algebraica. Por
ejemplo, 839==2*21%-2*21-1.
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Si la escribimos como p=2n(n-1)-3, observaremos que
el primer sumando es multiplo de 4, con lo que todos
los términos de la sucesién sera primos del tipo 4k+3.

La condicion que figura en A098828, como la diferencia
p=3x%-y?, siendo x e y consecutivos, resulta de
inmediato:

2n%-2n-1=3n%(k+1)?

Por ejemplo, 419=3*152-162

Otros tipos
Numeros de Fibonacci

Estos son los primeros numeros cuyo promedio de
divisores pertenece a la sucesion de Fibonacci:

1, 3, 5, 6, 21, 41, 45, 65, 67, 68, 78, 96, 109, 382, 497,
517, 527, 658, 682, 705, 759, 805, 930, 966, 1155,
1557, 1973, 3211, 3653 (https://oeis.org/A272440)

Entre ellos se encuentran términos de esa sucesion: 1,
3, 5, 21.

Cubos

Existen muchos ejemplos de promedios cubicos:
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N Factore5| Media clbica

1 1
21 [3.1][7.1] 8
53 [53.1] 27
85 [5.1][17.1] 27
102 [2.1][3.1][17.1] 27
110 [2.1][5.1][11.1] 27
127 [127 1] 64
217 [7.1][31.1] 64
431 [431,1] 216
749 [7.1][107.1] 216
781 [11.1][71.1] 216
799 [17.1][47 1] 216
094 [2.1]7.11[71.1] 216

1034 [2.1][11.1][47.1] 216

1054 [2,1][17.1][31.1] 216

1065 [3.1][5.1][71.1] 216

1113 [3.1][7.11[53.1] 216

1172 [2.2][293.1] 343

1173 [3.1][17.1][23.1] 216

1261 [13.1][97 1] 343

1265 [5.11711,11123.1] 216

Curiosamente, en los primeros ejemplos no figura el
cubo de 5, 125. Ignoramos la razon.

Destaca el numero 9261, cubo de 21, cuyo promedio,
1000, es también un cubo..
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CARACTER ARITMETICO COMPARTIDO

Finalizamos el estudio de los numeros aritméticos
usuales buscando aquellos en los que su doble,
cuadrado, o cubo o SIGMA también son aritméticos.
Someteremos en un Buscador a cada numero a dos
condiciones, la de ser aritmético y la de que también lo
sea otro numero derivado de él. Resumimos algunos
resultados:

Numero y su doble

Existen muchos numeros aritméticos cuyo doble lo es
también. La mayoria son impares libres de cuadrados,
que ya sabemos que son todos aritméticos, pero
existen ejemplos de aritméticos pares. Los primeros
ejemplos de ambos casos son:

| N] FACTORES(N)| 20| FACTORES(2N)|

3 [3.1] 6 [2.1113.1]

7 [7.1] 14 2417 1]
11 [11.1] 22 [2.1][11.1]
15 [3.1][5.1 30 [2.1][3.1][5.1]
19 [19.1 38 [2.1][19.1]
21 [3.1][7.1 42 [2.11[31][7.1]
22 [2,1][11.1 44 [2.2][11.1]
23 [23.1 46 [2.1]123.1]
27 3. 54 [2.1113.3]
30 [2.1][3.1][5.1 60 [2.2][3.1][5.1]

33 [3.1]011.1 66 [2A1BAI11.1]

35 [5.1][7.1 70 [2.1][5.1]7.1]
39 [3.1][13.1 78 [2A)3.1]113.1]
43 [43.1 86 [2.1][43.1]
46 [2.1][23.1 92 [2,2][23,1]
47 [47 1 94 [21][47.1]

]
]
]
]
]
3]
]
31 [31.1] 62 [2.1][31.1]
]
]
]
]
]
]
]

51 [3.1][17.1 102 [2A3.117,1]
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Son todos impares libres de cuadrados salvo el 30 y el
46. El primer caso esta claro:

Caso 1: N es impar

En ese caso, 2N sera el producto de dos coprimos, 2 y
N, con lo que se dara:

SIGMA(2N)=SIGMA(2)*SIGMA(N)=3*SIGMA(N)
TAU(2N)=TAU(2)*TAU(N)=2*TAU(N)
SIGMA(2N)/TAU(2N)=3*K/2, luego K, cociente entre
SIGMA(n) Y TAU(N), ha de ser par.

En efecto, en los primeros ejemplos impares se cumple:

N SIGMA(N)] TAUN)] SIGMA(NYTAU(N)

3 4 2 2

7 8 2 4
11 12 2 6
15 24 4 6
19 20 2 10
21 32 4 8
23 24 2 12
27 40 4 10
3 32 2 16
33 48 4 12
25 48 4 12
39 56 4 14
43 44 2 22
a7 48 2 24
51 72 4 18
55 72 4 18
57 80 4 20
59 60 2 30

Todos los cocientes son pares.
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Caso 2: N es par

Este caso es mas complicado, y han de encajar algunos
cocientes enteros.

En ese caso, N=2°*M, 2N=2P*1*\|
SIGMA(N)=SIGMA(2°)*SIGMA(M)=(2"*"-1)*S
TAU(N)=TAU(2°)*TAU(M)=(1+p)*T
SIGMA(2N)=SIGMA(2°*")*SIGMA(M)=(2°*%-1)*S
TAU(2N)=TAU(2""\*TAU(M)=(2+p)*T

Por ejemplo, en el 46:

46=2*23, SIGMA(46)=3*24=72, TAU(46)=2"2=4, y es
aritmético porque 72/4 es entero.

Vemos su doble:

92=22*23, SIGMA(92)=7*24=168, TAU(92)=3*2=6, Y
168/6 es entero porque 6 divide a SIGMA(23), lo que es
algo casual.

Numero y su cuadrado

Si un numero es aritmético, su cuadrado no tiene por
qué serlo, porque la propiedad multiplicativa solo se
aplica entre numeros primos entre si. No obstante, son
bastantes los casos que aparecen. Son estos:

7,13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 91, 97, 103, 109,
127, 133, 139, 151, 157, 163, 181, 193, 199, 211, 217,
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223, 229, 241, 247, 259, 271, 277, 283, 301, 307, 313,
331, 337, 349, 367, 373, 379, 397, 403, 409, 421

Todos estan incluidos en la sucesion
https://oeis.org/A107925, pero en ella figuran numeros
gque no son aritméticos, aunque si impares, como 121.
Llama la atencién que todos los que hemos descubierto
son impares libres de cuadrados.

Numero y su cubo

También existen casos en los que tanto N como su
cubo son aritméticos. Con estas condiciones si
aparecen numeros pares. Los primeros términos son:

3,5,7,11,13,14, 15,17, 19, 21, 23, 29, 31, 33, 35, 37,
39, 41, 42, 43, 46, 47, 51, 53, 55, 56, 57, 59, 61, 62, 65,
66, 67, 69, 70, 71, 73, 77, 79, 83, 85, 87, 89, 91, 93, 94,
95

Anteriormente hemos publicado los cubos que son
aritméticos, y en esta nueva sucesion faltan algunos
como 13824, que es aritmético, y el cubo de 24, pero su

base 24 no lo es, y por eso no figura en esta.

Elegimos un numero par como ejemplo, el 42.
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Los divisores del 42 son 1, 2, 3,6, 7, 14,21y 42, con lo
que su promedio es

(1+2+3+6+7+14+21+42)/8=96/8=12, entero.

Su cubo también es aritmético, pues
SIGMA(42"3)/TAU(42"3)=240000/64=3750, Iluego es
aritmético.

Un namero y su sigma

Terminamos estos ejemplos con aquellos numeros
aritméticos cuya suma de divisores es también
aritmética:

5, 13, 19, 20, 29, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 45, 49, 53, 59,
60, 61, 62, 67, 68, 69, 77, 78, 86, 92, 101, 109, 113,
116, 123, 131, 134, 137, 139, 143, 149, 157, 163, 164,
167, 168, 169, 173, 181, 183, 197, 204, 211, 212,
215,...

Aqui se dan todos los casos de paridad entre N vy
SIGMA(N).
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ARITMETICOS DE ORDEN SUPERIOR

Podiamos preguntarnos si existiran aritméticos con la
media cuadratica, es decir si la raiz cuadrada del
promedio de los cuadrados de los divisores es entera.
Bastara un ligero retoque en la funcién esaritmetico,
sustituyendo SIGMA por SIGMA 2, (o los divisores por
sus cuadrados) que suma los cuadrados de los
divisores, dividiendo entre TAU, y verificando si la raiz
cuadrada del cociente es entera.

Con estas condiciones resultan estos primeros
ejemplos:

M Media cuadratica divisores
1 1

7 5

41 29
239 169
287 145
1673 845
3055 1105
6665 2405
9545 3445
9799 4901
9855 2665

Los valores de N estan publicados en
https://oeis.org/A140480 y se les llama RMS numbers.

AT4O480.....coneeeeeeeeeee e
RMS numbers: numbers n such that root mean square
of divisors of n is an integer. .............cccevveeeeeeeeernieaaannnnnn,

1, 7, 41, 239, 287, 1673, 3055, 6665, 9545, 9799, 9855,
21385, 26095, 34697, 46655, 66815, 68593, 68985,
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125255, 155287, 182665, 242879, 273265, 380511,
391345, 404055, 4216585, 627215, 730145, 814463,
823537, 876785, 1069895, 1087009, 1166399,
1204281, 1256489

El caracter multiplicativo de las funciones que
intervienen en la definicibn hace que si A y B
pertenecen al listado anterior y son coprimos, A*B
también pertenezca (comentario de Andrew Weimholt
en OEIls). Por ejemplo 7 y 239 son coprimos, por lo que
su producto 1673 también figura en el listado.

Un caso especial es el de los primos que figuran en la
sucesion. Porque en ellos SIGMA(p)/TAU(p)=(1+p?)/2
sera un cuadrado, y su raiz un numero de Pell. Estos
numeros han sido tratados por el autor en

https://hojaynumeros.blogspot.com/2014/02/numeros-
de-pell.html

https://hojaynumeros.blogspot.com/2020/12/los-
numeros-de-pell.html

Podemos plantear 1+p?=2r, con lo obtendriamos una
ecuacion de Pell p%-2r?=-1

Acudimos a nuestra herramienta para esta ecuacion
(http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herrami
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entas/herrarit.ntm#pell)
soluciones:

y

quedan

las

P

1;

1

+16-1

3
7
17
41
99

239
577
1303
3363
8119
19601
47321
114243

12
29
7o

169
408
985
2378
5741
13860
33461
80782

-1

-1

-1

-1

-1

-1

primeras

De ellas nos quedamos con las que se corresponden
con -1y con un valor de P primo:

=
7
41
239

5

29
169

-1
-1
-1

Resultan los tres numeros primos que figuraban en el

listado general.

Los valores de R, tal como se esperaba, son numeros
de Pell, pues pertenecen a la sucesion 1, 2, 5, 12, 29,
70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, 33461, 80782,
195025, 470832,...(ver enlaces anteriores)
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Por ultimo, planteamos un uso del Buscador de
Naturales para rebajar un poco la dificultad del planteo
anterior:

Buscamos desde el namero 1

Nam. Solucion Detall:

7 5 Hasta el namero 1000
M 29
239 169 Con estas propiedades:

PRIMO
ES ENTERO(RAIZ((1+H2)/2))
EVALUAR RAIZ((1+N"2)/2)

~_ o W B w by =

Fijamos las condiciones de que el numero sea primo y
que la raiz cuadrada de (1+p?)/2 sea entera, para
después pedir evaluar esa raiz.

De esa forma hemos reproducido los resultados
derivados de la ecuacion de Pell.

Podriamos seguir con aritméticos de orden 3 o 4, pero
no parecen presentar detalles interesantes.

MEDIAS ARMONICA Y CONTRAARMONICA

Hemos estudiado ya la media aritmética de los divisores
y la cuadratica. La geométrica tiene menos interés y no
la hemos tratado. Tocaria ahora el turno a la media
armonica y, después, a la contraarmonica.
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Media armonica

El estudio de la media armoénica nos lleva, en primer
lugar, a los numeros de Ore, ya tratados por el autor en
https://hojaynumeros.blogspot.com/2010/11/numeros-
de-ore.html

Un numero entero positivo N se llama de Ore o
armonico cuando la media armoénica de todos sus
divisores es un numero entero. Por ejemplo, es
armonico 140, porque sus 12 divisores son 1, 2, 4, 5, 7,
10, 14, 20, 28, 35, 70 y 140 y por tanto su media
armonica es

12
Mg =T 717111 1 1 1 1 1 172

1727 2% 5 7 0% 14 20 2873570 T 120

Parece muy pesado este calculo para numeros
grandes, pero existe una simplificacidon. Para ello basta
observar que cada divisor d posee un complementario
d’ tales que d.d’=N. Este hecho permite ir sustituyendo
cada cociente del tipo 1/d por d’/N, con lo que todos los
denominadores resultara iguales a N y se podran sumar
los cocientes con facilidad:

12 14012

=140+70|35‘28|2(}|14‘10‘ 7 .5 4 2 1 338
140 140 140 140 140 140 140 140 140 140 140 140

=5

Mq
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Este procedimiento es facilmente generalizable: basta
multiplicar N por su numero de divisores y dividir
después entre la suma de los mismos:

NV
Ma =750

Representamos el numero de divisores mediante d(N) y
su suma por o(N), o bien como TAU y SIGMA
respectivamente. Basta observar la formula para poder
interpretarla de otra manera: La media armonica de los
divisores equivale al cociente entre el numero y la
media aritmética de dichos divisores. Podriamos afirmar
entonces que la media aritmética de los divisores es
otro divisor. Por eso aparecieron numeros de Ore
cuando estudiamos ese caso en los aritméticos.

Este cambio nos permite calcular la media armonica
mediante un sencillo algoritmo: Se encuentran los
divisores y se van contando y sumando hasta completar
el valor de d(N) y o(N). Si esta media es entera, el
numero N sera armonico.

Incluimos un listado en Basic que lo logra:

Sub armonico

Input n

a=0 ‘Inicia el contador de divisores

b=0 ‘Inicia el sumador de divisores

for j=2 to n/2+1

if esmultiplo(n,j) then

a=a+1 ‘Se ha encontrado un divisor. se aumenta el

contador en 1
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b=b+j ‘Se aumenta el sumador con el valor del divisor
end if
next j

a=a+2 ‘Se afnade 2 para contar también 1y N

b=b+n+1 ‘Se anaden al sumador 1y N

m=i*a/b ‘Media armoénica

if m=int(m) then msgbox(“Es armoénico”) else
msgbox(“No es armdénico”)

end sub

La siguiente tabla se ha obtenido con la repeticion de
este algoritmo:

N D S M

4 12 2
28 6 56 3
140 12 336 S)
270 16 720 6
496 10 992 S)
672 24 2016 8
1638 24 4368 9

También se logra la sucesion de numeros de Ore con el
Buscador de naturales:
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Buscamos desde el nimero 1

Solucion Detalles

1

6

28
140
270
496
672
1638
2970

Hasta el nimero 5000

Con estas propiedades:

ES ENTERO{N"NUMDIV{N)YSUMDIV(N))
EVALUAR N*NUMDIV(N)YSUMDIV(N)

—= W o M @ ;W P =

En la primera condicion reproducimos la férmula
obtenida mas arriba, y en la segunda publicamos el
resultado entero en la segunda columna.

Los primeros numeros de Ore son: 1, 6, 28, 140, 270,
496, 672, 1638, 2970, 6200, 8128, 8190,...(
https://oeis.org/A001599)

El listado incluye los numeros perfectos 6, 28, 496,
8128,...y otros mas que no lo son.

Podemos entender su presencia con los numeros
perfectos conocidos, que siguen la férmula 2""(2"-1)
con el paréntesis primo. Entonces, ese factor tendra
dos divisores, y por la propiedad multiplicativa, la
funcion TAU del numero perfecto sera par. Aplicamos la
formula que vimos anteriormente

N.AY)
Ma =~ 2N)

Resulta que SIGMA(N)/N=2 en los numeros perfectos,
con lo que la férmula queda como d(N)/2, y al ser par el
numerador, sera entera, y el numero sera de Ore.

Estos numeros no han de ser aritméticos, porque la
media aritmética de los divisores no ha de ser entera. Si
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lo es, tendremos unos numeros que perteneceran a las
dos clases, los aritméticos y los de Ore. Los primeros
son

1, 6, 140, 270, 672, 1638, 2970, 6200, 8190, 18600,
18620, 27846, 30240, 32760, 55860, 105664, 117800,
167400,...( https://oeis.org/A007340)

Media contraarmonica

Podemos considerar la media contrarmoénica de los
divisores de un numero. Ya se estudid aqui el caso
particular de cuando soélo intervienen dos numeros en la
media

(ver https://hojaynumeros.blogspot.com/2021/01/media-
contraarmonica-entera.html)

En su aplicacion a los divisores de un numero, esta
media se puede calcular dividiendo la funcion
SIGMA_2(N) entre SIGMA_1(N), es decir, la suma de
los cuadrados de los divisores entre la suma de los
mismos.

Este cociente no tiene por qué ser entero. Si lo es, el
numero N se llama antiarménico, porque esta media
también recibe el nombre de “antiarmonica”.

Si se cuenta con la familia de sigmas segun el
exponente al que elevamos los divisores, no es dificil
encontrar el cociente y comprobar si es entero. Si no se
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desea usar estas funciones, y también para traducir la
busqueda a otro lenguaje de programacion,
proponemos esta funcion:

Function esantiaritmetico(n) As Boolean
Dim i, s1, s2, a

s1 = n ‘Suma de divisores

s2 =n * 2 ‘Suma de cuadrados de divisores
Fori=1Ton/2
Ifn/i=n\iThens1=s1+i:s2=s2+j"2

Next i

a=s2/s1

If a = Int(a) Then esantiaritmetico = True Else
esantiaritmetico = False

End Function

Por cualquiera de estos procedimientos, se encuenran
rapidamente los primeros niumeros antiarmoénicos:
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N[ siGMA 2(NySIGMA_1()]

4 3

g 7
16 11
20 13
25 21
36 21
49 43
50 35
B4 43
a1 61
100 63
117 85
121 111
144 77

169 157
180 91
196 129
200 119

En PARI el planteo es mucho mas simple:

is(n)=sigma(n,2)%sigma(n,1)==
for(i=1,10"3,if(is(i),print1(i,", ")))

1, 4, 9, 16, 20, 25, 36, 49, 50, 64, 81, 100, 117, 121,
144, 169, 180, 196, 200, 225, 242, 256, 289, 324, 325,
361, 400, 441, 450, 468, 484, 500, 529, 576, 578, 605,
625, 650, 676, 729, 784, 800, 841, 900, 961, 968, 980,

Llama la atencién el hecho de que estan presentes
todos los cuadrados. Profundizamos algo mas con la
ayuda de las formulas de las sigmas.

8i+1)k _ 1
[

(
14
7 = [ [P ==

En este caso deberemos dividir la sigma de segundo
orden entre la de primero. Nos quedaria:
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1_[pZ(e+1)_1 pl -1
m= —1 peD _1
Simplificando:
Hp (6 +1) + 1
m =
p; +1

Por ejemplo, la media contraarménica de 200 aparece
en la tabla como 119. Lo podemos comprobar con esta
férmula:

M(200)=M(2°*5%)=(2*+1)/(2+1)(5°+1)/(5+1)=17/3*126/6
M(200)=17*126/18=119

Es elemental el hecho de que la suma de potencias
impares es divisible entre la suma de las bases, luego
la media sera entera si los exponentes e; son pares, lo
que demuestra que todos los cuadrados han de figurar
en el listado.

Una consecuencia de esto es la de que si un numero
pertenece a ella y los multiplicamos por un cuadrado
primo con él, por la propiedad multiplicativa, el resultado
pertenecera a la sucesion (Charles R Greathouse |V,
Aug 02 2013)

Por ejemplo, 20 pertenece a la sucesion y lo podemos
multiplicar por 72. Quedaria:
M(20%72)=M(22*5*72)=(2%+1)/(2+1)*(5%+1)/(5+1)*(7°+1)/(
7+1)=9/3*26/6*344/8=559, Iluego el producto es
antiarmonico.
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Esta propiedad garantiza la infinitud de los numeros
antiarmonicos.

Si en estos productos eliminamos los cuadrados, nos
quedaran los llamados antiarménicos primitivos, que
estan publicados en https://oeis.org/A228023

1, 20, 50, 117, 200, 242, 325, 500, 578, 605, 650, 800,
968, 1025, 1058, 1280, 1445, 1476, 1682, 1700, 2312,
2340, 2600, 2645, 3200, 3362, 3757, 3872, 4205,
4232, ...

Todos los ejemplos encontrados poseen una parte
cuadrada mayor que 1, salvo el caso del mismo 1.
Hemos buscado hasta 1077 términos libres de
cuadrados, sin encontrar ninguno, salvo el 1. Queda
como conjetura el hecho de que no se encontrara
ninguno.

ARITMETICOS UNITARIOS

Un numero natural d es un divisor unitario de otro
numero natural N cuando d y N/d son coprimos. Por
ejemplo, 33 es divisor unitario de 66, ya que 33 es
coprimo con 66/33=2. Es evidente que N/d también es
unitario. Los divisores unitarios aparecen por
parejas.

El nimero de divisores unitarios de N es 2%, siendo
K=omega(N), es decir, el numero de factores primos
diferentes que posee N. La razén es que cada divisor
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unitario ha de presentar la misma multiplicidad en sus
factores primos que N, para garantizar que es coprimo
con N/d. Asi, coincidiran con todos los subconjuntos
formados con los factores primos distintos que posea
N.

Damos un ejemplo:

Los divisores unitarios de 84 son 1, 3,4, 7,12,21, 28y
84, en total 8=2°.

La suma de todos los divisores unitarios de un numero
N es una clase especial de la familia de las funciones
sigma. Se la suele distinguir con un asterisco: ¢* y
también recibe el nombre de usigma.

La formula para calcular usigma es:
o) = [ (1 +m*)

En ella p; son los factores primos y k; sus
multiplicidades. La razén ya la vimos, y es que hay que
tomar todos los factores primos con su multiplicidad.

Asi,

0*(84)=(1+3)(1 +22)(1 +7)=4*5*8=160=1+3+4+7+12+21+
28+84

Aritméticos unitarios

Buscaremos ahora los aritméticos unitarios, que son
aquellos en los que USIGMA(N)/UTAU(N) es un numero
entero. Por no repetir lo escrito en las entradas
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enlazadas, lo haremos con una técnica sencilla, sin
basarnos en teorias previas.

Function u_aritmetico(n) As Boolean
Dimt s, i, c

t = 0 'variable para UTAU

s = 0 'variable para USIGMA

Fori=1Ton

If n/i=n\iThen 'se trata de un divisor

If med(i, n /i) =1 Then ‘ han de ser coprimos i y n/i
s =s +i 'incrementa USIGMA

t=t+ 1 'incrementa UTAU

End If

End If

Next i

c =s/t' cociente entre USIGMA 'y UTAU

If ¢ = Int(c) Then u_aritmetico = True Else

u_aritmetico = False
End Function

Por ejemplo, si N = 660 sus divisores unitarios seran 1,
3, 4,5, 11,12, 15, 20, 33, 44, 55, 60, 132, 165, 220 y
660. Su suma es 1440, que al dividirla entre 16, que es
el numero de divisores, nos da un promedio entero de
90.

Los aritméticos unitarios estan publicados en OEIS
(https://oeis.org/A103826)
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Y L1 VA o
Unitary arithmetic numbers (those for which the
arithmetic mean of the unitary divisors is an integer).
1,3 5, 6,7,9, 11,12, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 24,
25, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 44,
45, 46, 47, 48, 49, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 60, 61, 62,
63, 65, 66, 67, 69, 70, 71, 73, 75, 76, 77, 78, 79, 81, 83,
84, 85, 86, 87, 88, 89, 91, 92, 93,...

Para nuestro estudio de estos numeros distinguiremos
dos casos:

(1) N es impar

El promedio de sus divisores unitarios sera un entero,
luego seran todos aritméticos.

El promedio provendra de dividir la funcién usigma(N)
entre 2*omega(N). La primera contendra k paréntesis
pares, segun la formula explicada anteriormente, y cada
uno estara dividido entre 2, dando cocientes enteros.

El listado de los primeros impares nos descubre varios
casos:
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11
13

15
17
19
21
23
29
27
29

LR (= e T Rl e R ) R e O R L

o = W Moo

Los primos p y potencias de primos p* sélo tendran dos
factores unitarios, 1 y p*, ambos impares con suma par
luego la media de ambos sera entera y ellos aritméticos
unitarios.

Los demas impares también presentaran media entera
por el razonamiento de parrafos anteriores. Por
ejemplo, el 15. Sus factores unitarios son 1, 3, 5, 15,
usigma(15)=24 2*omega(15)=2°=4, luego el cociente
valdra 6, entero.

Tomemos un impar mas complejo, el 315=3%*7*5. Sus
factores unitarios seran 1, 5, 7, 9, 35, 45, 63, 315, y
usigma(315)=480. En lugar de suma directa podemos
usar la féormula:
Usigma(315)=(1+5)*(1+7)*(1+3%)=6*8*10=480.

Tal como se explico, todos los paréntesis son pares,
luego al dividirlos entre 2°, resulta un cociente de 60
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(2) N es pair,

En este caso el promedio de los divisores unitarios
puede ser entero o no. Estos son los primeros que son
aritmeéticos unitarios:

Npar|  USIGMA(N)2OMEGA(N)|
6 3
12 5
14 6
22 9
24 9
28 10
30 9
38 15
42 12
44 15
46 18
48 17
54 21
56 18
60 15
62 24

En uno de los comentarios de OEIS se afirma que estos
numeros son doble de numeros que no pueden ser
suma de dos cuadrados. Esto quiere decir que
poseeran factores primos del tipo 4k+3 elevados a
exponente impar. Lo comprobamos con los primeros:
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N FACTORES(N)]

6 [2,1][3.1]
12 [2.2][3.1]
14 [2.1][7.1]
22 [2,17711.1]
24 [2.3][3.1]
28 [2,2][7.1]
30 [2,11[3.1][5.1]
38 [2,1][19.1]
42 [2,11[3.1][7.1]
44 [2,2][11.1]
46 [2,1][23.1]
48 [2.4][3.1]
54 [2,1][3.2]
56 [2.3][7.1]
60 [2,2][3.1][5.1]

Todos los factores primos son 2 o del tipo 4k+3, estos
con exponente impar.

Caso de la media prima

En algunos casos la media de divisores unitarios es un
numero primo Estos son los numeros con promedio
primo de sus divisores unitarios:

3,5,6,9, 12,13, 25, 37, 48, 61, 73, 81, 121, 157, 193,
277, 313, 361, 397, 421, 457, 541, 613, 625, 661, 673,
733, 757, 768, 841, 877, 997, 1093, 1153, 1201, 1213,
1237, 1321, 1381, 1453, 1621, 1657, 1753, 1873, 1933,
1993, 2017, 2137, 2341, 2401, 2473...(La hemos
publicado en https://oeis.org/A192577)

Todos son impares salvo 6, 12, 48,...Los estudiamos
por separado:
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(1) N es impar

En este caso, N ha de ser primo o potencia par de un
primo.

La razon es la siguiente: sabemos que la expresion de
usigma es

usigma(N) = (1 + plkl) * (1 + pzkz) *..x (14 phkh) (1D

Si ahora dividimos entre 2", podemos asignar un 2 a
cada factor, quedando:

k k - k
(1“‘1’1 1) * (1“‘1’2 2) N (1+py"h)

, ho_
usigma(N)/2" = > > .

(2)

Todos los cocientes seran mayores que 1, porque los
numeradores seran numeros pares iguales o mayores
que 4, pues los primos seran distintos de 2, al ser N
impar.

Pero asi no puede resultarnos un numero primo, ya que
lo que obtenemos es una descomposicion en varios
factores, luego h ha de ser 1, es decir, que N ha de ser
primo o potencia par de un primo distinto de 2, porque
si fuera impar, la media no seria entera (lo razonaremos
mas adelante)

Los términos primos 3, 5, 13, 37, 61, 73, 157, 193

(http://oeis.org/A005383) son aquellos en los que
(p+1)/2 también es primo.

243


http://oeis.org/A005383

Las potencias de primos han de ser pares, para que el
cociente entre 2 sea entero. La expresion de la media
de los divisores sera:

1+ pk
2
La razon de que el exponente deba ser par es:

m(p*) =

Si p es impar y k también, podemos plantear:

El cociente (1+p*)/(1+p) sera entero si k es impar,
segun el algebra elemental, luego (1+p*) sera multiplo
de 1+p. Por otra parte, 1+p es par, luego (1+p*)/2 sera
multiplo de (1+p)/2, y por tanto compuesto. Asi que k no
podra ser impar.

(Demostracion adaptada de https://oeis.org/A192618)

(2) N es par

Los primeros numeros pares que hemos encontrado en
este caso son:

6, 12, 48, 768, 196608,...

¢ Porqué hay tan pocos pares que produzcan un
promedio de divisores unitarios que sea primo?

Lo razonamos:

Todo numero par de h factores primos diferentes es de
la forma

_oa, ., k K K
N =2%«p; "t s pp™2 % L xpy_q 02

En ella p; son numeros primos impares y K; sus
multiplicidades.
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Por tanto
usigma(N) = (1 + 2%) * (1 + Plkl) * (1 + szz) e (T4 pyoq) (1)

El nimero de divisores unitarios seria 2", y para que la
media sea un numero entero, la expresiéon (1) ha de ser
divisible entre 2". Pero si ademas deseamos que sea
primo, la media ha de ser exactamente el primer factor
(1+2%), que es el Unico que es impar y no va a
desaparecer en el cociente entre 2". Por tanto, el resto
de factores ha de desaparecer.

Un factor del tipo (1+p*) con p primo para simplificarse
en el cociente ha de ser una potencia de 2, y el valor
minimo que consigue esto es (1+3") = 4. Por tanto,
cada paréntesis de (1) ha de ser una potencia de 2 de
al menos exponente 2. Resumiendo,

Usigma(N) = (1+2°)*4*4*4.. *4 = (1+2%)22"D  (2)

Para hallar el promedio de divisores unitarios dividimos
entre 2" y nos resulta:

M = Usigma(N)/ 2" > (1+22)*2"2

Y llegamos a un resultado interesante: Para que M sea
primo, h debe valer 2 y por tanto M=(1+2%). Y mas

todavia: para que en (2) sea valida la igualdad p4 ha de
valer 3 y k4 la unidad.

Sélo los numeros pares de la forma 2*3 podran tener
una media M prima. Ademas, dicha media sera un
numero primo de Fermat.

Lo hemos comprobado con hoja de calculo:
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N Factores| Media: primo de Fermat

6 [2.1][3.1] 3
12 [2.2][3.1] 5

48 [2.4][3.1] 17

768 [2.8][3.1] 257
196608 [2,16][3.1] 65537

Si recordamos que los numeros de Fermat son del tipo
22" 41

Y que no todos son primos, obtendremos la solucion
anticipada:

6=2*3, 12=22*3, 48=2**3, 768=2%*3, 196608=2"*3 ...

Se conjetura que soélo existen estos primos de Fermat,
por lo que podemos pensar también que los unicos
numeros pares que son aritméticos unitarios son

6, 12, 48, 768, 196608

En https://oeis.org/A085866 se hace referencia a una
propiedad de estos numeros, y es que cada uno es
igual al anterior multiplicado por el valor de la funcidn
PHI de Euler en él. Vemos esta generacion en la tabla
siguiente:

L Am | PHIAMN)) | AN+1) |
B 2 12
12 4 48
48 16 768
768 256 196608 No es primo
196608 65536 12884001888 4294967297

Esta recurrencia no nos sirve para encontrar otros
aritméticos con media prima de divisores unitarios, ya
que en el siguiente, 12884901888 tiene media
4294967297, que no es primo.
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Caso en el que la media es divisor

La media de N que estamos estudiando con divisores
unitarios puede ser también divisor de N (no
necesariamente unitario). Los primeros ejemplos son
los siguientes:

| N Media Cociente entero
1 1 1

6 3 2

45 15 3
60 15 4
420 60 7
630 90 7
1512 252 6
3780 420 9
5460 420 13
7560 756 10
8100 630 13
9100 910 10

Por ejemplo en el numero 45 los divisores unitarios son
1, 5, 9, 45, con lo que usigma(45)=60 (también,
(1+3%)(1+5)=60)

La media de estos divisores sera 60/4=15, que es
divisor de 45

¢ Podra ser la media un divisor unitario? La respuesta
es afirmativa. Estos son los primeros ejemplos:

| N| Media| Cociente| Maximo comun divisor
1 1 1 1
& 3 2 1
60 15 4 1
420 60 7 1
630 a0 7 1
5460 420 13 1
8190 630 13 1
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En ellos comprobamos que la media M es divisor
unitario, pues el maximo comun divisor con el cociente
N/M es 1. Estan publicados en https://oeis.org/A353039.
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UN NUMERO Y SUS CIFRAS

Comenzamos hoy una serie sobre numeros populares
que se distinguen por alguna curiosidad al relacionarlos
con sus cifras. Nos Ilimitaremos a la base de
numeracion 10, porque toda teoria de este tipo se podra
extender a otras bases, salvo ejemplos especificos.

NIVEN O HARSHAD

Un nimero de Harshad onumero de Nivenes
un numero entero divisible entre la suma de sus digitos
en una base dada. Aqui nos limitaremos a base 10.

Es claro que los numeros de una cifra son todos de
Niven. Asi que es mas interesante estudiar los de
varias cifras. También se comprende que los numeros
de Niven de mas de una cifra no pueden ser primos.

Como curiosidad, destacamos que el numero de Hardy-
Ramanujan, 1729, es de este tipo, porque es multiplo
de 1+7+2+9=19, ya que 1729=7*13*19

Con nuestro Buscador de Naturales es facil encontrar
los primeros de varios digitos:

(ver
http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herrami
entas/herrdiv.htm#buscador)
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Resultadoe de la busqueda Fin

Buscamos desde el nimero 10

Mam. Solucidn Detalles
10 Hasta el nimero 100

12
8 Con estas propiedades:
20
21 ES ENTERO[MNSUMACIF(N])

24

[ e N = 3 N O T L ey

La condicidn es facil de traducir, pues pide que sea
entero el cociente entre el numero y la suma de las
cifras. Estos numeros estan publicados en
https://oeis.org/A005349.

Para resolver esta busqueda en hoja de calculo
contamos con la funcion sumacifras (ver, por ejemplo,

https://hojaynumeros.blogspot.com/2015/03/autonumer
0s-1.html)

Aqui usaremos una version con un parametro adicional,
que es el exponente al que se elevara cada cifra antes
de sumarla. Si en esta entrada no es algo necesario,
puede sernos util en las siguientes.

Public Function sumacifras(n,k)
Dim h, i, s, m

h = n ‘De la variable h se iran extrayendo las cifrass =0
‘Esta variable recogera la suma de cifras
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While h > 9 ‘Bucle para extraer las cifras una a una
i=Int(h/10)

m=h-i*10

h=i

s =s + m”k ‘La nueva cifra o su potencia se suma a la
variable

Wend

s =s + h”k ‘La cifra residual se suma a la variable
sumacifras = s

End Function

Con ella es facil conseguir una tabla de numeros de
Niven y los cocientes de dividirlos entre la suma de sus
cifras:

N Cociente
10 10

En Pari es dificil superar la sencillez de esta funcion de
Charles R Greathouse:
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(PARI) is(n)=n%sumdigits(n)== W\ Charles R
Greathouse IV, Oct 16 2012

En ella el simbolo % significa residuo respecto a un
modulo.

Numeros de Niven consecutivos

Con nuestra funcidn sumacifras es sencillo encontrar
los primeros pares de numeros de Niven consecutivos:

| N N+1] Cociente 1] Cociente 2]
20 21 10 7
80 81 10 9

110 11 55 a7
11 112 a7 28
132 133 22 19
152 153 19 17
200 201 100 67
209 210 19 70
224 225 28 25
399 400 19 100
407 408 a7 34
440 441 55 49
480 481 40 7
510 511 85 73l

Son faciles de comprobar. Por ejemplo:
480/(4+8+0)=480/12=40
481/(4+8+1)=481/13=37

Los primeros de cada par estan publicados en
https://oeis.org/A330927

Los numeros N de Niven tales que N+1 y N+2 también
lo son, estan presentados en esta tabla:
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N N+1 N+2
110 111 112
510 511 12
511 512 513

1010 1011 1012
1014 1015 1016
1015 1016 1017
2022 2023 2024

2023 2024 2025
2464 2465 2466
3030 3031 3032
3031 3032 3033
4912 4913 4914

Los valores de N estan publicados en
https://oeis.org/A154701

Puedes leer en esa pagina que Cooper y Kennedy
probaron que existen infinitos conjuntos de hasta 20
consecutivos de este tipo en base 10. Sin embargo
H.G. Grundman demostré en 1994 que no hay 21
numeros enteros consecutivos.

Tipos especiales de numeros de Niven

Numeros con cociente el producto de sus cifras

La funcion explicada mas arriba, sumacifras, se puede
convertir, con un simple cambio de operacién, en
producifras. Asi que estos numeros cumplen que
N=PRODUCIFRAS(N)*SUMACIFRAS(N).

Con la hoja de calculo es sencillo buscarlos de esta
forma. Estos son los unicos, ademas del 1, que se
pueden encontrar menores que 1077:
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135=1*3*5*(1+3+5)=15"9
144=1*4*4*(1+4+4)=16"9

Parece ser que son los unicos de este tipo.

Capicuas de Niven

Ya que estamos tratando con cifras, podemos buscar
capicuas entre los numeros de Niven. Como en este
blog disponemos de la funcidn escapicua, bastara
anadirla a las condiciones que se impongan. Estos son
los primeros de mas de una cifra que resultan:

| capicua| Cociente con sus cifras|
111 37

171 19
222 37
252 28
333 37
414 46
444 37
955 37
BE6 37
777 37
828 46
888 37
999 37

(Ver https://oeis.org/A082232)

Observamos muchos elementos “repidigitos” (con todas
las cifras iguales), cuyo cociente coincide con el
presentado en 111 (numero “repituno”), que es 37. No
todos los repitunos son de Niven. Los primeros son 1,
111, 111111111 y 11111111111
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Otros ejemplos

Los primeros numeros de Niven cuadrados de varias
cifras son:

36, 81, 100, 144, 225, 324, 400, 441, 576, 900, 1296,
1521, 1764,...

Se ha usado nuestra funcibn escuad. (Ver
https://oeis.org/A118547)

Los triangulares de Niven de varias cifras también son
abundantes:

10, 21, 36, 45, 120, 153, 171, 190, 210, 300, 351, 378,
465, 630, 666, 780, 820, 990, 1035, 1128, 1275, 1431,
1540, 1596, 1770,...Estan  comprobados en
https://oeis.org/AQ076713

Y oblongos:

12, 20, 30, 42, 72, 90, 110, 132, 156, 210, 240, 306,
342, 420, 506, 552, 600, 702, 756, 870, 1056, 1122,
1260, 1332, 1560, 1980,...

Los de la sucesidon de Fibonacci son mas escasos.
Estos son los primeros: 21, 144, 2584. En
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https://oeis.org/A117774 se pueden observar términos
de muchas cifras.

No hay que seguir, porque este tema es de cifras, y
muchos tipos de numeros no dependen de ellas.

ZUCKERMAN, MORAN Y RHONDA

En la anterior entrada estudiamos los numeros de
Niven, que son multiplos de la suma de sus cifras.
Ahora buscaremos propiedades en las que participe el
producto de las mismas. En esa entrada usamos las
funciones sumacifras y producifras, que nos seran
ahora igualmente utiles.

Numeros de Zuckerman

Estos numeros son divisibles entre el producto de sus
cifras. Al buscarlos, hay que introducir la condicion de
que producifras no sea nulo, lo que provocaria el error
de “division por cero”. Con esta condicion es sencillo
encontrar los primeros de al menos dos cifras, pues los
de una cumplen todos la condicion:
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N PRODUGIFRAS(N)] COCIENTE
11 1 11

12 2 B

19 3
24 8 3

36 18 2
111 1 111
112 2 56
115 5 23
128 16 8
132 6 22
135 15 9
144 16 9
175 35 5
212 4 53
216 12 18
224 16 14

Estan publicados en https://oeis.org/A007602

Es evidente que los repitunos 1, 11, 111, 1111,...y sus
consecutivos 2, 12, 112, 1112,..., asi como los 5, 15,
115, 1115,...pertenecen todos a esta sucesion.

Los numeros de Zuckerman forman una subsucesion
de los “desnudos”, que se llaman asi porque dejan al
descubierto sus factores primos. Son aquellos que son
divisibles entre cada una de sus cifras. Por ello, los de
Zuckerman, al serlo entre el producto, también son
multiplos de las cifras una a una. Un numero desnudo
es el 672, que es divisible entre sus tres cifras:
672/6=112; 672/7=96 y 672/2=336.

Las frecuencias de estos numeros disminuyen
claramente al incrementar el valor de N. De Koninck
and Luca demostraron que siempre estan
comprendidas entre x*0.122 y x"0.863. En la tabla
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desde 0 a 10000 se muestra claramente que este
intervalo es muy amplio:

N F(N) H(N) N"0,122 N"0,863

1000 34 0,034 2323 388,150

2000 51 0,0255 2 528 705,974

3000 55 0,018333333 2,656 1001,?41
4000 62 0.0155 2751 1284038
5000 65 0,012 2827 1556,722
6000 65 0,010833333 2,890 1821,984
7000 68 0.009714286 2,945 2081,228
8000 70 0,00875 2993 2335 429
9000 72 0,008 3,037 2585,302
10000 74 0.0074 3,076 2831,392

Numeros divisibles entre suma y también producto

Podemos unir las dos condiciones de que un numero
sea multiplo de la suma de sus cifras y también de su
producto, si este no es nulo.

Una sencilla ampliacién de las busquedas nos lleva al
resultado (para numeros de mas de una cifra):
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N Suma cifras Producto Cociente 1 Cociente 2|

12 3 2 4 5
24 B 8 4 3
36 9 18 4 2
111 3 1 37 111
112 4 2 28 56
132 B B 22 22
135 9 15 15 9
144 9 16 16 9
216 9 12 24 18
224 8 16 28 14
312 B B 52 52
315 9 15 35 21
432 9 24 48 18
612 9 12 68 51
624 12 48 52 13
735 15 105 49 7

Estan publicados en https://oeis.org/A038186

Numeros de Moran

Son también un subconjunto de los numeros de Niven

Se llaman asi a aquellos numeros de Niven en los que
el cociente N/SUMACIFRAS(N) es primo. Con un
buscador unimos la condicion de que ese cociente sea
entero con la de que sea primo, y asi los
encontraremos. En la siguiente imagen figura el
resultado con nuestro Buscador de Naturales:
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Resultado de la busqueda Fin

Buscamos desde el nimero 2
Jiam. Solucidn Detalles
1 18 Hasta el nimero 500
2 21
3 27 Con estas propiedades:
4 42
5 45 ES PRIMO[MSUMACIF[M]]
B 63
7 84
g m
& 14
10 n7
il 133
12 152
13 153
14 156
15 171
16 190

Podemos anadirle el cociente en la columna de
detalles:

Resultado de la busqueda Fin
Buscamos desde el nimero 2
Nam. Solucion Detalles
1 18 COCIENTE: 2 Hasta el nimero 500
2 21 COCIENTE: 7
3 27 COCIENTE: 3 Con estas propiedades:
4 42 COCIENTE: 7
5 45 COCIENTE: & ES PRIMO[WSUMACIF(N))
B 63 COCIENTE: 7 EVALUAR $Cociente: NSUMACIF[N)
7 84 COCIENTE: 7
g m COCIENTE: 37
g 114 COCIENTE: 19
10 n7 COCIENTE: 13
il 133 COCIENTE: 13
12 152 COCIENTE: 19
13 153 COCIENTE: 17
14 156 COCIENTE: 13
15 171 COCIENTE: 19
16 190 COCIENTE: 19
17 195 COCIENTE: 13

Asi comprobamos que todos los cocientes son primos.

Estos numeros de Moran estan publicados en
https://oeis.org/A001101

En esa pagina se usa un procedimiento en PARI muy
ilustrativo de la potencia de este lenguaje:
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is(n)=(k-
>denominator(k)==1&&isprime(k))(n/sumdigits(n)) \\
Charles R Greathouse 1V, Jan 10 2014

En el listado se observan dos numeros de Moran
consecutivos, 152 y 153, en los que 152/(1+5+2)=19,
primo, y 153/(1+5+3)=17, también primo, y ambos
cocientes, 17 y 19 son primos consecutivos.

¢ Existiran mas pares de este tipo? Se pueden buscar
con la misma herramienta:

Resultado de la busqueda Fir
Buscamos desde el nimero 2
Nim. Solucién Detalles
1 152 153 Hasta el numero 5000
2 803 804
3 1016 1017 Con estas propiedades:
4 1853 1854
5 30N 3032 ES PRIMO[MISUMACIF[N]])
B 3032 3033 ES PRIMO[[N+1ISUMACIF[N+1))
7 3438 3439 EVALUAR N+1
8

Vemos que si existen mas pares de numeros de Moran
consecutivos. En la pagina https://oeis.org/A085775
puedes consultar un listado mas completo.

¢ Existiran mas pares en los que los cocientes sean
primos consecutivos?

Aqui el Buscador ya se nos queda elemental, y
deberemos acudir a otro implementado en Excel. Con él
hemos encontrado tres:

| | N+1|  Cociente 1 Cociente 2
152 153 19 17

1016 1017 127 113

3438 3439 191 181
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Numeros de Rhonda

Como en anteriores entradas de esta serie,
trabajaremos en base 10 para tener en cuenta las cifras
de un numero.

Los numeros de Rhonda son aquellos naturales que
cumplen que el producto de sus cifras es igual a la base
de numeracion (en este caso 10) multiplicada por la
suma de cifras de sus factores primos.

Un ejemplo es el numero 5265, que se descompone
como 5265=3"4*5*13, y se cumple que

5*2*6*5=300=10*(3+3+3+3+5+13)=10*30

Como el producto ha de ser multiplo de 10, entre las
cifras del numero ha de figurar un 5, y ademas una cifra
par al menos.

Con nuestros buscadores en hoja de calculo bastara
pedirles que producifras(n)=10*sopfr(n).

Con esta sencilla condicion nos aparecen los primeros:
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N|  PRODUCIFRAS(N)| FACTORES(N)| SOPFR(N)|
1568 240 [2.5][7.2] 24
2835 240 [3.4][5.1][7.1] 24
4752 280 [2.41[3.3][11.1] 28
5265 300 [3.4][5.1][13,1] 30
5439 540 [3.1][7.2][37.1] 54
5664 720 [2.5][2.1][59.1] 72
5824 320 [2.6]7.1][13.1] 32
5832 240 [2.3][3.6] 24
8526 480 [2.1][31][7.2][29.1] 48

12985 720 [6.1][7.2](53,1] 72
15625 300 [5.6] 30
15608 2160  [2.1]47.1][167 1] 216
19435 540 [5.1]13.2][23.1] 54
25284 640  [2.2][3.1][7.2][43.1] 64
25662 7201)[3.1](7.A][13.1][47 1] 72

Hemos descompuesto cada uno en factores primos y
después los hemos sumado con repeticidn (funcion
SOPFR). Es facil ver que los productos de la segunda
columna son diez veces mayores que los de la ultima.

Estan publicados en https://oeis.org/A099542.

Recorriendo

un contraejemplo:

la tabla observamos que todos
productos de cifras son multiplos de 20, pero esto no es
necesario. Si extendemos la busqueda encontraremos

| N|

PRODUCIFRAS(N)|

FACTORES(N)]

SOPFR(N)|

93176
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Algunos tipos de numeros de Rhonda
Potencias

Entre los 100000 primeros numeros encontramos un
cubo y una sexta potencia:

Cubo: 5832=18"3 y 5*8*3*2=10*(2+2+2+3+3+3+3+3+3)
Sexta potencia: 15625=5"6 y
1*5*6*2*5=10*(5+5+5+5+5+5)

Con cifras crecientes y otros

No hemos encontrado capicuas (palindromicos) entre
los primeros numeros de Rhonda, pero si con cifras
crecientes:

1568=275*7"2 y 1*5*6*8=240=10%(2+2+2+2+2+7+7)
Con cifras decrecientes no aparecen entre los primeros.
Si hay muchos con todas sus cifras distintas:

1568, 2835, 4752, 5439, 5824, 5832, 8526, 12985,
15698, 19435, 47265, 52374, 53176, 53742, 56718,...

Generalizacion

Si suprimimos la condicion de multiplicar SOFPR por la
base, y dejamos libre ese factor, nos resultara un
listado distinto de numeros. Los siguientes aparecen si
excluimos aquellos numeros que presentan una cifra
igual a cero, pues en ese caso tendriamos muchas
soluciones triviales:

2,3,4,5,7, 18, 25, 64, 154, 168, 187, 196, 255, 288,
329, 336, 364, 418, 437, 442, 455, 476, 532, 592, 624,
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625, 629, 729, 748, 952, 978, 986, 988, 1298, 1449,
1458, 1484, 1519, 1568, 1573, 1595, 1674, 1764, 1824,
1826, 1955, 1989,...

Por ejemplo, en 455 el producto de las cifras es 100 y la
suma de las de los factores primos es 5+7+13=25, y
100 es multiplo de 25.

Algunos de ellos, de forma similar a lo que ocurria con
los numeros de Smith

(https://mathworld.wolfram.com/SmithNumber.html)
presentan cociente 1, es decir, que el producto de sus
cifras coincide con la suma de las de sus factores
primos.

En esta tabla se observa bien la igualdad entre
PRODUCIFRAS y SOPFR:

| ProDUCIFRAS(N)] FACTORES(N)] SOPFR(N)|

N
2 2 [2.1] 2
3 3 [3.1] 3
4 4 [2.2] 4
5 5 [5.1] 5
7 7 [7.1] 7
18 8 [2.1][3.2] 8
25 10 [5.2] 10
154 20 2AN7AI1.1] 20
329 54 [7.1][47.1] 54
418 32 [2.4]11.1][19.1] 32
442 32 24113 AI17.1] 32
532 30 [2.2][7.1][19.1] 30
1519 45 [7.2131.1] 45
1826 96 [2.4]11.1][83.1] 96

Estan publicados en https://oeis.org/A065774
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SMITH

En los numeros de Smith la suma de sus cifras coincide
con las de sus factores primos tomados con repeticion,
como el 666, cuyas cifras suman 18 y las de su
desarrollo en factores primos 2*3*3*37 también:
2+3+3+3+7=18. Los tienes en http://oeis.org/A006753

En la definicibon mas aceptada, se exige que estos
numeros sean compuestos, pues en el caso de los
primos esta condicion se cumple trivialmente.

Los primeros son: 4, 22, 27, 58, 85, 94, 121, 166, 202,
265, 274, 319, 346, 355, 378, 382, 391, 438, 454, 483,
517, 526, 535, 562, 576, 588, 627, 634, 636, 645, 648,
654, 663, 666,...( https://oeis.org/A006753)

El primer numero de este tipo lo publicé Albert
Wilansky, que fue quien dio este nombre, porque se
bas6 el en teléfono de su cufado Harold Smith. El
49377775= 3*5*5*65837 cumple la definicion:

4+9+3+7+7+7+5 = 3+5+5+6+5+8+3+7 = 42

Busqueda de estos numeros

Aunque estén publicados y muy estudiados, es
gratificante usar una hoja de calculo para reproducirlos.
Usaremos una funciéon adaptada de otra similar que
publicamos en
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https://hojaynumeros.blogspot.com/2019/10/sumas-de-
cuadrados-de-cifras-8-numeros.html

Esta funcidon sumara las cifras de los factores de un
numero, para comparar el resultado con la suma de
cifras del mismo:

Public Function smith(n) As Boolean

Dim f, a, e

If esprimo(n) Then smith = False: Exit Function ‘Solo
compuestos

a = n'Copia el valor de n

f = 2'Recogera los factores primos

e = 0 'Recogera la suma de las cifras

While f <= a

Whilea/f=a\f 'Ve si es divisor

a=a/f e=e+ sumacifras(f) ' Si lo es, suma las
cifras

Wend

If f=2 Then f = 3 Else f=f + 2" Siguiente factor, que
sera primo por la division a=a/f

Wend

If e = sumacifras(n) Then smith = True Else smith =
False

End Function

Hemos comprobado la funcion y coinciden los
resultados con los publicados.
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Con esta funcién se pueden detectar numeros de este
tipo que estén préximos. Por ejemplo, los numeros de
Smith consecutivos, o numeros de Smith “hermanos”,
como 728 y 729. Basta exigir SMITH(N) AND
SMITH(N+1) en cualquier buscador. Lo hemos
efectuado con Excel con este resultado:

N N+1] Factores(N)] _ Factores(N+1)|
728 720 [2.3][7.1][13.1] [3.6]
2064 2065 [2.2][3.1][13.1][19.1] [5.1][593.1]
3864 3865  [2.3][3.1][7.1][23.1] [5.1][773.1]
4959 4960 [3.2][19.1][29.1]  [2.5][5.1][31.1]
5035 5036 [B.A)[1187.1]  [2.4][7.1][53.1]
6187 6188 [23.1)[269.1] .2][7.1][13.1][17.1]
9386 9387 [21)13.1][19.2] [3.2][7.1][149.1]

] ]

9633 9634 [3.1][13.2][19.1 [2.1][4817.1

Los menores de cada par estan publicados en
https://oeis.org/A050219

Hay muchos pares que se diferencian en dos unidades.
Los podriamos llamar “primos o cousins”. Los primeros
son:
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N N+2 Factores(l\l}| Factc-res{N+2}|

634 636 2103171 [2.2][3.1][53.1]

913 015 [1.1]83.1]  [3.1][5.1][61.1]
1282 1284 [2.1]0641.1] [2.2][3.1][107.1]
2576 2578 [2,4][7.1][23.1] [2.1][1289,1]
4189 4191 [59.1]71.1] [3.1]11.1][127.1]
4592 4504 [2.4][7.1][41.1] [2.1][2297.1]
5386 5388 [2.1][2693.1]  [2.2][3.1][449.1]
6583 6585 [29.1][227.1]  [3.1][5.1][439.1]
7762 7764 [2.1][3881.1] [2.2][3.1][647.1]
7782 7784 [2ZAIBAM297.1]  [2.3][7.1][139.1]
8790 8792 [2.1][3.1][5.1][293.1] [2.3][7.1][157.1]
9274 9276 [2.1]4637.1]  [2.2][3.1][773.1]
9294 9206 [2ZAI[BA][1549.1]  [2.4][7.1][83.1]

También se pueden buscar ternas de numeros de Smith
consecutivos. Hemos localizado la primera terna con
Excel:

\ M \ N+1 | N+2 | Factores(N) |Factore5(|\|+1)| Factores{N+2) |
73615 73616 73617 [5,1][14723,1] 2,443 1][107 .1 [3,1][53,1][463,1]

Las siguientes las tienes en https://oeis.org/A105648

No seguimos por este camino. Seria cuestion de
ampliar y tener paciencia.

Numeros de Smith generalizados

Podemos sustituir la igualdad de las dos sumas que
estamos comparando por la condicion de que las cifras
de los factores primos de N sumen un multiplo de la
suma de las propias cifras de N. En nuestras
exploraciones hemos comprobado que suelen
publicarse clasificando los numeros de este tipo segun
el cociente entre las dos sumas.

Para encontrarlos deberemos sustituir la igualdad
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If e = sumacifras(n) Then smith = True Else smith =
False

En su lugar llamaremos q al cociente entre e y
sumacifras(n), y verificar que es entero e igual al
cociente que propongamos:

q = e/ sumacifras(n, 1)

If g = Int(q) And q = k Then smith = True Else smith
= False

El valor de k esta prefijado por los usuarios, ya que en
la cabecera de Ila funcion correspondiente lo
afadiremos como parametro:

Public Function smith(n, k) As Boolean

Por ejemplo, para k=2 obtenemos la lista de aquellos
numeros en los que la suma de las cifras de sus
factores primos sea el doble de la de las propias del
numero:

N | Factores(N)
32 [2.5]
42 231171
60 [2.2]3.1][5.1]
70 2ANEANTA)
104 [2.3][131]
152 [2.3][19.1]
231 BATA1.1]
315 13215117 1]
316 [2.2][79.1]
322 247 A][23.1]
330 2A3ANEAN11.1]
342 [2.11[3.2][19.1]
361 [19.2]
406 (2117 1][29.1]
430 [2.1][5.1][43.1]
450 [2.1][3.2][5.2]
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De igual forma procederiamos con otros valores de k.
Los primeros ejemplos estan todos publicados.

Numeros “hoax” o engafiosos

Podemos suprimir de la suma de cifras las repeticiones
de los factores primos. Nos puede seguir siendo util
nuestra funcion Smith, pero sin sumar los factores
repetidos nada mas que una vez. Para ello introducimos
una variable cuenta=0, que se transforma en 1 en
cuanto detecta una primera sumas. Algo asi:

cuenta =0

Whilea/f=a\f

a=al/f

If cuenta = 0 Then e = e + sumacifras(f, 1): cuenta =
1

Wend

Con esta modificacion obtenemos los nimeros hoax en
lugar de los de Smith:

| N | Factores(N)
22 [2.1][11.1]

58 [2.1][29.1]

84 [2,2][3,1][7.1]
83 [5.1][17 1]

94 [2,1][47 1]
136 [2.3][17 1]
160 [2.5][5.1]

166 [2.1][83.1]
202 [2,1][101,1]
234 [2,1][3.2][13.1]
250 [2.1][5.3]

265 [5,1][53.1]
274 [2,1][137.1]
308 [2.2][7.1][11.1]
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Por ejemplo, 160=2*5, y como contamos el 2 una sola
vez, obtenemos la igualdad 1+6+0=2+5=7

(Ver https://oeis.org/A019506)

Aquellos de estos numeros que sean libres de
cuadrados, seran también numeros de Smith.

Numeros de Smith cuadraticos

Estos numeros son mucho menos populares, pero
hemos publicado una entrada sobre ellos en este blog

(https://hojaynumeros.blogspot.com/2019/10/sumas-de-
cuadrados-de-cifras-8-numeros.html)

Son aquellos numeros en los que la suma de los
cuadrados de sus cifras coincide con las sumas,
también de cuadrados, de sus factores primos con
repeticion.

Nos remitimos a esta entrada nuestra.
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ALGUNAS SUMAS INTERESANTES

SUMA DE CONSECUTIVOS

En esta entrada descubriremos que si un numero
equivale a una suma de enteros positivos, o pares, 0
bién impares, siendo consecutivos, el numero de
sumandos en los tres casos debera ser un divisor de
ese numero N o de su doble 2N.

Suma de enteros positivos consecutivos

El desarrollo de cualquier numero natural N como suma
de enteros positivos consecutivos esta relacionado con
la posibilidad de ser expresado como diferencia de dos
numeros triangulares. En efecto, un numero triangular
es suma de los primeros numeros naturales:

142+3+4+..+n-1+n=n(n+1)/2=T(n)

Segun lo anterior, una suma de consecutivos que no
comience en 1, podra expresarse como diferencia de
dos triangulares:

h - (m+h(m+h+1) (m—1m
Z mEL= 2 T2
1=0
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Por ejemplo: 6+7+8+9+10+11+12=63=12*13/2-
5*6/2=78-15=63, para N=63

Podemos estudiar esta posibilidad algebraicamente.
Expresamos N como diferencia T(m+h)-T(m-1), con lo
que contaremos con h+1 sumandos:

Sera N=(m+h)(m+h+1)/2-m(m-1)/2

2N = m*+mh+m+mh+h®+h-m*+m = 2mh+2m+h®+h =
2m(h+1)+h(h+1) = (2m+h)(h+1)

En el ejemplo: (2°6+6)(6+1)=18*7=126=2*63=2N

Asi que 2N ha de ser multiplo del numero de sumandos
h+1 (6+1=7) o bien de la diferencia entre los érdenes de
los dos triangulares que se restan: T(m+h)-T(m-1)
2N=(2m+h)(h+1)

Esto nos permite buscar h+1 recorriendo los divisores
de 2N y encontrar m como (2N/(h+1)-h)/2. Si este
cociente no es entero, el desarrollo es imposible.

Lo desarrollamos con un ejemplo:

192 es multiplo de 4, luego puede ser diferencia entre
dos triangulares con Ordenes diferenciados en 4
unidades, o bien suma de cuatro naturales
consecutivos. Hacemos h+1=4 y queda:

2*192=384; 384/4=96; m=(96-3)/2, que no es entero,
luego con h+1=4 no hay solucion.

192 también es multiplo de 3. Probamos: h+1=3; h=2;
384/3=128
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Queda m=(128-2)/2=63. Como es entero, existira una
solucion con tres sumandos: 63+64+65=192 y dos
triangulares con esa diferencia de h+1=3:

65*66/2-62*63/2=192

Rutina de busqueda

Con una hoja de calculo podemos plantear en cuantas
sumas de enteros consecutivos o diferencia de
triangulares se puede expresar un numero. Omitimos el
caso trivial en el que el numero de sumandos es 1y la
diferencia de triangulares N=N(N+1)/2-N(N-1)/2

Esta adaptada a Excel, pero las ultimas versiones de
LibreOffice Calc también la pueden ejecutar:

Sub difetriangular()
Dim a, fila, i, p, m

a = ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(2, 3).Value ’Lee
el numero

fila = 3 ‘Inicia una fila de la hoja

i =1 ‘Va probando valores

While i < Sqr(a)

p=2*a/(i+1) Ve si el numero de sumandos divide a
2N

If p = Int(p) Then

m = (p -i)/2‘Calculam
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If m = Intflm) Then ‘Si m es entero, es un valor
aceptado

fila = fila + 1

‘En las siguientes lineas escribe el numero de
sumandos, los O6rdenes de los triangulares vy
reconstruye N

ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 10).Value = i +
1

ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 11).Value = m
ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 12).Value = m +
i

ActiveWorkbook.Sheets(8).Cells(fila, 13).Value = (m
+i)*m+i+1)/2-m*(m-1)/2

End If

End If

i=i+1

Wend

End Sub

En nuestro ejemplo de 192 quedaria:
3 63 65 192

Para el ano 2024 nos daria:

11 179 189 2024
16 119 134 2024
23 77 99 2024

En efecto:
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2024=189*190/2-178*179/2, 11 sumandos:
179+180+...+188+189

2024=134*135/2-118*119/2,16 sumandos, desde 119
hasta 134

2024=99*100/2-76*77/2, 23 sumandos, desde 77 hasta
99

Hay que observar algo ya sabido por nuestro estudio
previo, y es que 11, 16 y 23 son divisores de
2024*2=4048.

Suma de pares o de impares
Impares

El caso de la suma de impares consecutivos se
resolvera mediante diferencias de cuadrados, pues es
sabido que

14+3+5+7+9+.. 2k-1=Kk>

Por tanto, averiguar si un numero N es suma de
impares  consecutivos se resolvera buscando
diferencias de cuadrados. No construiremos una rutina
especial para esto, pues N lo cumple si se puede
expresar como producto de dos factores que presenten
la misma paridad, pues se puede desarrollar:

N=ab=@+q{p—-q =p*>—q°
Al ser a y b ambos pares o ambos impares, p y q se
pueden elegir como p=(a+b)/2 y q=(a-b)/2
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Ejemplo
240=12*20=(16-4)(16+4)=16>-4%

Segun lo tratado anteriormente, 16° es la suma
1+3+5+7+...(2*16-1) y 4% la suma 1+3+5+...(2*4-1).
Restamos y queda que

240=9+11+13+...27+29+31, como se comprueba
facilmente.

Para estudiar el numero de sumandos procedemos
como en los casos anteriores:

h
Z m+2i—1=(m+h)?—(m—1)?
i=0

N = (m+h*(m-1* = m**2mh+h>m?*+2m-1 =
2m(h+1)+(h-1)(h+1) = N=(2m+h-1)(h+1)

M=(N/(h+1)-h+1)/2

Con este desarrollo comprobamos que en este caso el
numero de sumandos h+1 es divisor de N.

En el caso de 240 podriamos probar con todos sus
divisores, para encontrar los que sean validos:
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Divisores m+h m-1

2 61 59 2 impares desde 119 hasta 121
4 32 28 4 impares desde 57 hasta 63

6 23 17 6 impares desde 35 hasta 45

8 19 11 8 impares desde 23 hasta 37
10 17 7 10 impares desde 15 hasta 33
12 16 4 12 impares desde 9 hasta 31

Resultan seis divisores validos. El ultimo es el que
hemos desarrollado con las diferencias de cuadrados.
Lo intentamos ahora con 8 sumandos siguiendo las
férmulas algebraicas:

8=h+1, divisor de 240. Calculamos m:
Seria m=(N/(h+1)-h+1)/2=(240/8-7+1)/2=24/2=12
El primer sumando sera 12*2-1=23

El dltimo lo calculamos como m+h=12+7=19, y el
sumando, 19*2-1=37, tal como comprobamos en la
tabla anterior.

Podemos probar con un divisor no valido, como seria
24. En efecto:

Seria h+1=24; 240/24=10, m=(10-23+1)/2, que daria un
numero negativo.
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Pares

Si la suma de naturales nos lleva a los numeros
triangulares y la de los impares a los cuadrados, en el
caso de los pares acudiremos a los numeros oblongos,
del tipo n(n+1). En efecto, si sumamos 2+4+6+...+2n-
2+2n nos encontramos con una progresion aritmética
de diferencia 2, con lo que con la conocida féormula de
la suma, obtendremos:

S(n)= 2+4+6+...+2n-2+2n=(2+2n)*n/2=n(n+1)

Por ejemplo, el oblongo 4*5=20 es la suma 2+4+6+8,
con los cuatro primeros sumandos.

Si pasamos a las sumas que no comienzan en 2,
usaremos el mismo procedimiento que en los casos
anteriores, y es restar dos oblongos.

Zim+2i=(m+h)(m+h+1)—(m—1)m

Por ejemplo, 126=12+14+16+18+20+22+24=12*13-5*6
Si desarrollamos la diferencia, queda

N=(m+h)(m+h+1)-(m-1)m=(2m+h)(h+1), como vimos en
el primer caso. Ahora la expresion es igual a Ny no a
2N, con lo que volvemos a obtener que el numero de
sumandos, h+1, ha de ser divisor de N y ahora
2m=N/(h+1)-h, lo que también obliga a que N/(h+1)-h
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sea par. El resultado sera el primer sumando de la
suma de pares.

Bastara modificar la funcion usada para los triangulares
sustituyendo 2N por N y exigiendo que este sea par,
para que pueda ser suma de pares. Lo dejamos como
ejercicio. Vemos un ejemplo de este uso. En esta tabla
figuran todos los divisores propios de 2924. En la
segunda columna se calcula N/(h+1)-h , y al final se
seleccionan los valores validos para m, el término inicial
de esta suma.

Divisores de 2924

h+1 2924/(h+1)-h Es vilido y resulta el primer sumando par
1462 -1459
731 -726
172 -154
86 -51
68 -24
43 26| 25!
34 53
17 156 156
728 728

2 1461

Asi que existen tres sumas de pares validas: 43
sumandos a partir del numero 26, 17 a partir de 156, y 4
sumandos que comienzan en 728.

Estos ejemplos han sido comprobados con otros
algoritmos.

Lo mas interesante de este estudio es comprobar que el
numero de sumandos no es libre, pues ha de ser divisor
de N o de 2N, que constituyen también una cota para

ese numero de sumandos.
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SUMAS DE TERMINOS EN PROGRESION

En este apartado nos preguntaremos, dado un numero
natural N, qué progresiones aritméticas de numeros,
también naturales, tienen como suma el numero dado
N.

Esta cuestion maneja tres variables distintas, como son
el término inicial de la progresion, a;, el numero de
términos k, y la diferencia de la progresion, sea d. Para
una gestion comoda del problema, es conveniente fijar
una de ellas y dejar como variables las otras dos. Su
relacion algebraica es sencilla, si se recuerdan las
férmulas de las progresiones aritméticas:

Término general:
a, =a, +d(k—1)
Suma de la progresion

a1+ak
k™ 2

Si combinamos las dos formulas, y llamamos N a la
suma (que es nuestro objetivo), obtendremos, después
de simplificar:

N =k(a, +d(k — 1)/2)

Multiplicando por 2:
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2N = k(2a, + d(k — 1))

Esta es nuestra igualdad basica, que nos informa de
algo fundamental, y es que el numero de términos k
ha de ser divisor de 2N.

Por otra parte, el maximo valor de k seria el resultante
de sumar una progresion aritmética formada por los
primeros numeros naturales (d=1). Cualquier otra
progresion requiere menos sumandos. Esa suma de los
primeros naturales constituye un numero triangular,
luego la cota de k se desprenderia de la desigualdad

k(k+1) <N
2
En otras entradas de este blog hemos despejado el

equivalente a k respecto a N, y nos ha resultado,
después de manipulaciones algebraicas:

V8N +1 — 1)
2

kSINT(

En lenguaje de VBASIC y similares, k<=Int((Sqr(8 * n +
1)-1)12)

Ademas de ser divisor de 2N vy presentar esta
acotacion, al despejar a; o d en la formula basica,
debera resultar un entero positivo. Segun planteemos la
busqueda, exigiremos que uno u otro sean de ese tipo.
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Por otra parte, si llamamos q al cociente (que sera
entero) 2N/k, es facil ver que la diferencia d tiene como
cota q/(k-1) (que seria cuando a;=0).

Por ejemplo, la siguiente funcion depende de Ny k, y
en ella exigimos que a; sea entero positivo:

Function sumaprogre$(n, k) ‘Es un texto, para abarcar
todas las soluciones

Dima, d, b, c, q

Dim s$

s$ = "" ‘Contenedor para el texto

q =2 *n/ k ‘Cociente para ver si k es divisor de 2N

If q = Int(q) Then ‘Es divisor

Ford=2Toq/(k-1) Usalacota q/(k-1) para d
a=(q-d*(k-1))/2‘Calculo de a;

If a > 0 And a = Int(a) Then ‘Si a, es entero positivo,
seguimos

b=a+d*(k-1) ‘Ultimo término

s=s+ "4 a(1)="+ Str$(a) + " a(k)=" + Str§(b) + "
d="+ Str$(d)

‘Se presenta el resultado como texto, con inicio, fin y
diferencia

End If

Next d

End If

If s ="" Then s = "NO" ‘No hay solucion

sumaprogre = s

End Function
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Por ejemplo, el numero 142 es igual a 2*71, con lo que
los divisores de 284 (2N) son 284, 142, 71,4, 2,1,y
constituyen los valores posibles de k. Si probamos
k=71, la funcién nos devuelve un “NO”, porque no
existen sumas con k=71. Por el contrario, si elegimos
k=4, nos resulta un numero excesivo de soluciones:

Sumaprogre(142;4)=## a(1)= 31 a(k)=40 d= 3 ## a(1)=
28 a(k)=43 d=5## a(1)= 25 a(k)= 46 d=7 ## a(1)= 22
a(k)= 49 d= 9 ## a(1)= 19 a(k)= 52 d= 11 ## a(1)= 16
a(k)= 55 d= 13 ## a(1)= 13 a(k)= 58 d= 15 ## a(1)= 10
a(k)= 61 d= 17 ## a(1)= 7 a(k)= 64 d= 19 ## a(1)= 4
a(k)=67 d=21##a(1)= 1 a(k)= 70 d= 23

Observamos que varian entre d=3: 31+34+37+40=142
hasta d=23, 1+24+47+70=142.

Los valores posibles de las diferencias cumplen la
acotacion 2N/k/(k-1), que en este caso seria
284/4/3=23,666...

Llama la atencion que probando varios numeros, suelen
aparecer muchas soluciones, o ninguna. En algunos
casos, la solucién es unica. Por ejemplo, el numero
2024 so6lo admite una solucion con 44 sumandos:
Sumaprogre(2024;44)= ## a(1)= 3 a(k)= 89 d= 2

Es una suma de impares desde 3 hasta 89. Con otra
herramienta, usando diferencias de cuadrados, se llega
al mismo resultado:
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44 45 1 45A2- 172 44 impares desde 3 hasta 89

Aqui se ha expresado 2024 como 4512 de donde
resulta la misma suma de impares.

Estudio para un numero dado

La anterior funcién se puede aplicar a todos los
divisores de un numero, con lo que obtendriamos un
panorama general de todas las posibilidades que tiene
de ser suma de una progresion aritmética. El problema
es de visualizacion, pues, tal como comentamos
anteriormente, pueden obtenerse muchas soluciones,
con lo que se perderia la vision de conjunto. En el
siguiente recorte (incompleto) podemos observar los
resultados para 2024:

Tabla progresiones ‘ 2024
2 ## a(1)= 1011 a(k)= 1013 d= 2 ## a(1)= 1010 a(k)= 1014 d= 4 ## a(1)= 1009 a(k)= 1015 d= b ## a(1)= 1008 a(k)= -
4 ## a(1)= 503 a(k)= 509 d= 2 ## a(1)= 500 a(k)= 512 d= 4 ## a(1)= 497 a(k)= 515 d= 6 ## a(1)= 494 a(k)=518 d= 8
8 ## a(1)= 246 a(k)= 260 d= 2 ## a(1)= 239 a(k)= 267 d=4 ## a(1)= 232 a(k)= 274 d= 6 ## a(1)= 225 a(k)=281 d= 8
11 ## a(1)= 174 a(k)= 194 d= 2 ##% a(1)= 169 a(k)= 199 d= 3 ## a(1)= 164 a(k)= 204 d= 4 ## a(1)= 159 a(k)= 209 d= 5
16 ## a(1)= 104 a(k)= 149 d= 3 ## a(1)= 89 a(k)= 164 d=5 ## a(1)= 74 a(k)= 179 d= 7 ## a(1)= 59 a(k)= 194 d=9 ## ¢
22 ## a(1)= 71 a(k)= 113 d= 2 ## a(1)= 50 a(k)= 134 d= 4 ## a(1)= 29 a(k)= 155 d= 6 ## a(1)= 8 a(k)= 176 d= 8
23 ## a(1)= 66 a(k)= 110 d= 2 ## a(1)= 55 a(k)= 121 d= 3 ## a(1)= 44 a(k)= 132 d=4 ## a(1)= 33 a(k)= 143 d=5 ## a(
44 #ta(l)=3alk)=89d=2
46 NO

La primera columna indica el numero de sumandos, y la
segunda, en forma de texto, todas las posibilidades,
descritas mediante a(1), a(k) y d.

Uso de la diferencia como parametro

Podemos estar interesados en cuantas sumas, con una
diferencia dada, se pueden encontrar para N. Por
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ejemplo, en el recorte anterior del caso del 2024, se
descubren varios ejemplos con d=4.

La siguiente funcion, muy similar a la anterior, nos
devuelve todas las sumas con una diferencia dada. No
se anaden comentarios porque la metodologia es la
misma.

Function sumaprogre2$(n, d)
Dima, k, b, c, q, |
Dim s$

s§=""

I=Int((Sqr(8 *n+1)-1)/2)

Fork=2Tol

gq=2*n/k

If q = Int(q) Then

a=(q-d*(k-1)/2

b=a+d*k-1)

If a >0 And a = Int(a) Then s = s + " ## a(1)=" +
Str$(a) + " a(k)="+ Str$(b) + " k=" + Str$(k)
End If

Next k

If s=""Then s = "NO"

sumaprogre2 = s

End Function

Aplicada al afio 2024 y a la diferencia d=4 nos ha

devuelto estas soluciones, que coinciden con las del
esquema general:
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## a(1)= 1010 a(k)= 1014 k= 2 ## a(1)= 500 a(k)= 512
k= 4 ## a(1)= 239 a(k)= 267 k= 8 ## a(1)= 164 a(k)=
204 k= 11 ## a(1)= 50 a(k)= 134 k= 22 ## a(1)= 44
a(k)= 132 k= 23

En ellas se nos ofrecen el primer término a(1), el ultimo
a(k) y el numero de sumandos k.

Por ejemplo, a(1)= 164 a(k)= 204 k= 11 se refiere a esta

suma con 11 sumandos que se diferencian en 4
unidades:

2024-164+168+172+176+180+184+188+192+196+200
+204

Podriamos repetir las busquedas fijando un valor para
aq, pero no parece resultar interesante.
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HIPOTENUSAS DE CUATERNAS
PITAGORICAS

Una cuaterna pitagorica es la expresion algebraica del
teorema de Pitagoras en tres dimensiones, es decir, un
conjunto de cuatro numeros enteros positivos a, b, cy d
que cumplen

a? + b% + c? = d?
Para estudiar bien este concepto, basta visitar, por
ejemplo.

https://es.wikipedia.org/wiki/Cuaterna pitag%C3%B3ric
a

https://mathworld.wolfram.com/PythagoreanQuadruple.
html

En estas paginas y otras similares se encuentran todas
las propiedades interesantes de estas cuaternas. Aqui
nos centraremos en la hipotenusa d. Mas
concretamente, dado un numero N cualquiera, nos
interesaran las posibilidades de expresarlo como
N°=a’+b?+c?.

No distinguiremos entre las cuaternas primitivas y las
que no lo son, ni usaremos la generalizacion a numeros
enteros. Nuestro interés sera mas algoritmico que
algebraico. Por eso, recorreremos  algunas
herramientas para ver sus posibilidades, sacando de
cada una las propiedades oportunas.
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Uso de la herramienta Cartesius

Este problema, por su caracter combinatorio implicito,
es abordable con nuestra herramienta Cartesius, que
produce todos los productos cartesianos de varios
conjuntos sometidos a ciertas condiciones. En este
caso, los conjuntos son tres, formados por los primeros
cuadrados, para representar a a%, b® y ¢, y la condicién
es que su suma coincida con N2, Lo explicaremos con
un ejemplo, el de N=35.

Para resolver la cuestion emplearemos las siguientes
condiciones:

Escribe a partir de la siguiente fila
U"U"U‘ [no dejes filas en blanco)

xiotal=3

ni=1..1224

xi=filtro(cuadrado)

suma=1225

creciente

Las estudiamos una a una:

xtotal=3

Indica que combinaremos tres conjuntos. Aqui serian
a%, b?y c?

xt=1..1224

Damos una cota a cada conjunto de 35°-1=1224, para
evitar ceros

xt=filtro(cuadrado)
Cada conjunto se restringira a los cuadrados

suma=1225
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La suma debera ser 352
Creciente

Se exigen soluciones con los términos crecientes para
evitar repeticiones.

Con el botdn Iniciar, o el Reiterar de la siguiente hoja
“Producto” obtenemos todas las soluciones.

[x1 X2 X3
1 324 900
36 100 1089
36 289 900
100 225 900
225 324 676

Resultan cinco posibilidades, pero expresadas como
cuadrados. Como las hojas de calculo te permiten
retoques posteriores, bastara usar la funcién RAIZ para
encontrar sus bases, los valores de a, b y ¢. Incluso se
pueden cambiar los rotulos y los fondos:

| Cuadi Cuad?  Cuad3 3 b c
1 324 900 1 18 30

36 100 1089 6 10 33

36 289 900 6 17 30

100 225 900 10 15 30
225 324 676 15 18 26

Hay que advertir, antes de seguir, que en un equipo
informatico doméstico estos calculos pueden tardar, en
esta época en la que deseamos respuestas rapidas.
Todo lo que implique desarrollos combinatorios se
ralentizara inevitablemente.

Cartesius es una herramienta potente y de resultados
claros, aunque la redaccion de las condiciones puede
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resultar compleja. Por eso existe una Guia para su uso
en

http://www.hojamat.es/sindecimales/combinatoria/herra
mientas/cartesius.pdf

Si deseamos mas versatilidad, como efectuar el
recuento de las soluciones, expresarlas en modo texto
o aplicarles un Buscador, es preferible acudir, como
hemos decidido tantas veces, a la construccién de una
funcion en VBasic, para su uso en Excel y Calc.

Funcion de busqueda

Function espitag3(n) As String ‘Da como solucién un
texto
Dim k, p, d, k1, p1, d1, cuenta
Dim s$
s = "" ‘Contenedor de la solucién
cuenta = 0 ‘Numero de soluciones
k = 1: p = 3 "Variables para formar cuadrados
While k<=n*n/2
d=n *n- k ‘N*2 menos el primer cuadrado
k1 =1: p1 = 3 ’Inicio del segundo cuadrado
While k1 <=d /2
d1=d- k1
If escuad(d1) And d1 >= k1 And k1 >= k Then ‘Hay
solucion
s=s+ "#t "+ Str$(Sqr(k)) + "72+" + Str$(Sqr(k1)) +
"A2+" + Str§(Sqr(d1)) + "2 " ‘Afade una soluciéon
cuenta = cuenta + T'Incrementa la cuenta
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End If

k1 =k1+p1: p1=p1+ 2 ‘Avanza el primer cuadrado
Wend

k=k +p: p=p+ 2°‘Avanza el segundo cuadrado
Wend

If s=""Thens ="NO"

espitag3 = Str$(cuenta) + " : "+ s

End Function

Hay que explicar que los dos primeros sumandos
cuadrados se generan sumando numeros impares.
Para ello se usa la variable k para contenerlos, y la
variable p para los incrementos. Asi, para iniciar el
primer cuadrado declaramos k=1,p=3, con lo que el
primero es 1*2 y el segundo 1+3=2"2. Terminado de
analizar un cuadrado, k se incrementa en p, k=k+p, y p
se incrementa en 2 para seguir con los impares.

Al final del proceso se inserta la cuenta de soluciones al
principio del texto.

Aplicamos esta funcion al 35:

Valor de N 35
Sumas 5 1424187243042 ## 672+1042+3352 ##t 6724174243072 H#i#t 1072+1542+43072 #it 1542418242672

Obtenemos que son cinco soluciones, y se presentan
ya en forma de suma por si las deseamos copiar en
otras celdas. Como era de esperar, coinciden con las
cinco obtenidas con Cartesius.

El que la suma figure en primer lugar nos permite
busquedas de numeros con un numero determinado de
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descomposiciones pitagoéricas de este tipo. Por ejemplo,
en esta tabla figuran aquellos numeros que admiten dos
descomposiciones:

‘ N |Dos descomposiciones |
" 2 ##2M2+6"2+9"2 ## 62+6"2+7"2
17 27 #RAM241202+12"2 #7 8"2+9"2+122
22 2 #R 42412024182 #2120241202+1472
25 2 ##9M2+1202+20"2 #712"2+415%2+16"2
34 2 #R2M2424M2+24"2 #216"2+41872+24"2
44 2 ##8M2+24"2+36"2 ## 24"2+2472+28"2
50 2 ##18%2+24"2+40"2 ## 24"2+30"2+32"2
68 2 AR 4M2+4812+48"2 ## 32"2+436"2+48"2
88 2 ##16"2+48"2+72"2 ## 48"2+48"2+56"2
100 2 ##36"2+48"2+80"2 ## 48"2+60"2+64"2

Algoritmo en PARI

Podemos traducir todo al lenguaje PARI. No es facil de
entender el codigo, que presenta una ventaja, ademas
de funcionar mas rapidamente, y es que imprime
también las bases de los cuadrados, pero el resultado
de la funcion es la cuenta de las descomposiciones, lo
que facilita las busquedas. En las siguientes lineas
puedes consultar el programa creado para encontrar
numeros con descomposiciéon unica:

pitag3(n)={my(k=1,p=3,cuenta=0,d,k1,p1,d1);while(k
<=n*n/2,d=n*n-k;k1=1;p1=3;while(k1<=d/2,d1=d-
K1;if(issquare(d1)&&d1>=k1&&k1>=k,print(sqrtint(k)
,", ",sqrtint(k1),”,

294



", sqrtint(d1));cuenta+=1);k1=k1+p1;p1=p1+2);k=k+p;
p=p+2);cuenta}

for(i=1,1000,if(pitag3(i)==1,print1(i,", ")))
Obtendremos el resultado

(nj:$mg(k=1.p=3,cuenta=0.d.k1.p1.d1):uhile(k<=n*n/2,d=n*n-k:k1=1:p1=3:uhile
(k1<=d/2,d1=d-k1;if(issquare(dl )&&d1>=k1&8k1>=k ,cuenta+=1) ;k1=k1+p1;pl1=p1+2) ;k=kK
+p;p=p+2);cuenta

6

3, 6, 7, 12, 13, 14, 24, 26, 28, 48, 52, 56, 96, 104, 112, 192, 208, 224, 384, 4
16, 448, 768, 832, 896,
{19:18) >

En https://oeis.org/A152829 figuran esos numeros que

s6lo admiten una solucion. Contiene una conjetura de
Colin Baker de que, a partir del 13, se cumple que
a(n)=2a(n-3). Se puede comprobar en el listado:
26=2%13, 28=2%14, 48=2*24,...

Lo curioso es que en nuestra sucesion de dos
descomposiciones también se puede enunciar la misma
conjetura:

11, 17, 22, 25, 34, 44, 50, 68, 88, 100,...

En ella 34=2*17, 44=2*22,...

Lo que llama la atencién no es que sea el doble, que
algo similar ocurre en las ternas pitagoricas, en las que
se pueden multiplicar todos los sumandos por un mismo
factor, sino que no se interpongan otras soluciones

entre un elemento y su doble, ademas de los dos de la
conjetura.

¢, Ocurrira también con los que presentan tres
soluciones? Lo vemos:
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N Tres descomposiciones
9 31 HR1N2HAN24812 #3246 2+6"2 #H AN2+412+T02

15 31 202+4502+41402 #H 2024100241172 ## 5 2+10"2+10"2

18 31 2024824162 61 2+1202+12°2 ## 8 2+8"2+14"2

19 31 102+462+418%2 #HE GM2+6"2+17°2 #1# 6" 2+1072+15°2

23 31 #HE 302461242202 #HE 3024140241872 ##62+132+18"2

29 31 32416 2+24"2 ## 1102+122+24°2 #H12°2+16"2+21"2
30 31 #HE4M2410M2+28"2 ## 4"2+20"2+22"2 #102+20"2+20"2
36 31 AM2H16M 243212 #7 1202+242+24°2 #H16°2+16"2+28"2
38 31 202412024362 ## 1202412024342 #H12°2+20"2+430"2
46 31 B 2412M2+44%2 #7 6"2+28"2+36"2 ## 12"2+26"2+36"2
a8 31 HEBM2+432M2+48"2 ## 2202+24"2+48"2 #H 24"2+32"2+42"2
60 3 #H8"2+20"2+56"2 ## 8"2+40"2+442 # 20"2+40"2+40"2
72 3 fHE 82432 2+64"2 ## 24" 2+48"2+48"2 #H 32" 2+32"2+56"2
76 31 HEAN2424M 247212 #7240 2+24"2+68"2 #H 24" 2+40"2+60"2
92 31 1202+2472+4882 ## 1202+56"2+72"2 ## 240 2+52"2+72"2

Efectivamente, ocurre, pero con un salto de cinco en
lugar de tres: 30=2*15, 36=2*18,..., es decir, a(n)=2a(n-
5)
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