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INTRODUCCION

El tema de divisibilidad se trata sobre los numeros naturales, aunque se sabe que sus
resultados son vdlidos en Z. Sin embargo, para cuestiones de unicidad es mas claro restringir el
estudio a los niumeros naturales. En las propiedades en las que intervengan nimeros enteros
se advertira sobre este caracter.

No se demuestra ningln resultado, ya que el objetivo de esta pdgina es tan solo mostrar un
recorrido breve por los aspectos tedricos mas interesantes.

DIVISION ENTERA Y EXACTA

Division entera

Dados dos numeros naturales a y b, llamaremos divisién entera entre ellos a la operacién de
encontrar otros dos nimeros q (cociente) y r (resto), tales que se cumpla:

a=b.q+rconr<b, oloque eslomismo, b.q<=a<b(q+1)
Se demuestra que g y r son Unicos y que siempre existen.

Si esta situacion la expresamos como a =b.q+r, lamaremos a g cociente por defectg a r resto
por defecto

También podemos expresarla como a=b(g+1)-r'. Ilamando a r' resto por exceso
Propiedades

e Secumplesiemprequer+r'=b



e Siel dividendo y el divisor se multiplican (o dividen) por un mismo numero, el cociente
no varia, pero el resto queda multiplicado (o dividido) por ese nimero.

En la divisidn entera podemos definir la operacién "mddulo”. Dados dos nimerosay b
naturales llamaremos a MOD b al resto por defecto que resulta al dividir a entre b.

Divisién exacta

Dados dos niumeros naturales a (dividendo) y b (divisor), lamaremos division exacta entre ellos
a la operacion de encontrar otro numero ¢ (cociente) tal que se cumpla a=b.q

Si esta operacién es posible, diremos que b es divisor de a, o bien que a es multiplo de b.

MULTIPLOS Y DIVISORES

Divisor

Divisor de un niimero

Diremos que un numero natural a es divisorde b cuando existe otro nimero natural k que
multiplicado por a da por resultado b. Expresado de otra forma, la divisién entre b y a ha de
ser exacta.

La relacién de "ser diviso't o de divisibilidad se representa con el simbolo |. Asi, "a divde a B
se escribe como a|b

Propiedades

e Todo numero natural es divisor de si mismo. a|a

e Launidad es divisor de todos los niUmeros naturales 1|a

e Elcerono es divisor de ningin nimero.

e Siunnumero es divisor de otros dos, también lo es de suma y diferencia: sialay
a|b entonces a|(a+b)

e Siaesdivisorde b,y b es divisor de c, entonces a es divisor de c: sia|b y b|c entonces
alc

e Siadivide a b, también divide a bx, siendo x natural.

e Sia|byambos son positivos (naturales), I >0

e Siddivideaayab, también divide al resto de dividir a entre b.

La relacién de divisibilidad como orden parcial
La relacion por cumplir las tres propiedades
Reflexiva: a|a

Antisimétrica: a|b y b|a, ambos positivos, entonces a=b
Transitiva: a|byb]|c entonces ajc



es una relacién de orden. Al existir elementos no comparables (7 no divide a 8, ni 8 divide a 7),
este orden es parcial, por lo que los elementos se pueden ordenar mediante diagramas de
arbol.

Diremos que un nimero natural a es multiplo de b cuando existe otro nimero natural k que
multiplicado por b da por resultado a. Expresado de otra forma, b ha de ser divisor de a.

Propiedades

e Todo n es multiplo de si mismo y de la unidad.

e Cero es multiplo de todos los niumeros.

e lasuma o diferencia de dos multiplos de un nimero también es multiplo de dicho
ndmero.

e Siaesmultiplodeb, yb es multiplo de ¢, entonces a es multiplo de c.

La relacion de "ser multiplo" representa el orden parcial inverso al de la relacion de "ser
divisor".

CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

Criterios mas comunes

Llamaremos criterio de divisibilidad a toda regla u operacién que nos permita conocer si un
numero es multiplo (o divisible) entre otro dado. Los criterios que todos conocemos se basan
en los restos potenciales del la base 10 respecto al nimero fijado. Puedes consultar esta
relacién en la Teoria de las Congruencias.

Se recogen aqui los mas populares:

Divisibilidad entre 2: Un ndmero es divisible entre 2 si termina en cifra par: 0,2,4,6,8.

Entre 5: Siterminaen0o0 5

Entre 10, 100, 1000, ...: Si termina respectivamente en 0, 00, 000, ...

Entre 4: Si las dos Ultimas cifras del nUmero forman otro nidmero divisible entre 4. Por ejemplo
236,132, 448,...

Entre 25: Similar al anterior: si termina en 00, 25, 50 o 75.

Entre 8 0 125: Son similares a los dos anteriores, pero observando las tres ultimas cifras.

Entre 3 0 9: Un nimero es divisible entre 3 0 9 cuando también lo sea la suma de sus cifras.
Entre 11: Se suman las cifras de orden par y las de orden impar por separado. Se restan
después ambas sumas y ha de resultar un multiplo de 11 (incluido el cero).

Otros criterios menos eficientes

Divisibilidad entre 7 o 13: Este criterio también es valido para el 11, aunque no es util. Consiste
en separar el numero en bloques consecutivos de tres cifras, e ir sumando cada blogue con



signos alternados +y -. El resultado ha de ser multiplo de 7 o de 13 en su caso (o entre 11 si se
estudia este niumero). Por ejemplo, el nimero 1707069 es multiplo de 13, porque 1-707+069 =
-637 =-13*49

Divisibilidad entre nimeros compuestos: Para ver si un niumero es divisible entre otro
compuesto, basta estudiar la divisibilidad respecto a sus factores primos. Asi, un nimero es
divisible entre 6 si lo es entre 2y 3.

Criterios recursivos

Ultimamente se han hecho populares los criterios de tipo recursivo, en los que se reitera una
misma operacidn varias veces hasta conseguir la seguridad de si es divisible o no. Vemos un
ejemplo parael 7:

Para ver si un numero es divisible entre 7 se apartan su ultima cifra de la derecha, se multiplica
por 2y se resta el resultado del resto de nimero formado por las cifras que quedan. Si se
obtiene un nimero multiplo de siete, el nimero primitivo también lo es. Podemos probarlo
con el nimero 191548, que se transforma en 19154 - 2*8 = 19138. Si no sabemos si es
multiplo de 7, reiteramos la operacidn: 1913 - 2*8 = 1897, Podemos continuar: 191 - 2*3 =
175, que es multiplo de 7 por ser 7*15. Segln este criterio, también serd multiplo de 7 el
primitivo nimero.

Criterios para ordenador

Todo lo anterior ha perdido eficacia ante el uso de las funciones ENTERO, COCIENTE y RESIDUO
de las hojas de calculo y programas similares.

ENTERO: Todos los programas de cdlculo y lenguajes de programacion disponen de la funcion
parte entera, que, en los nimeros positivos, que son los que nos interesan ahora, truncan los
decimales de un nimero y devuelven la parte entera. Segun la herramienta usada, se puede
representar como ENTERO, ENT, E, INT, etc.

Para ver si un nimero A es divisible entre un nimero B, basta plantear esta condicién:
Si A/B=ENTERO(A/B) es divisible, y en caso contrario, no.

En hoja de célculo se puede representar asi:

=SI(A/B=ENTERO(A/B);"Es divisible";"No es divisible")

COCIENTE: La funcidén COCIENTE, a veces representada con el signo \, devuelve el cociente
entero entre dos niumeros. Por tanto, el criterio de divisibilidad es similar al anterior:

=SI(A/B=COCIENTE(A;B);"Es divisible";"No es divisible")



RESIDUO: Esta funcidn devuelve el resto de la division entera de A entre B. También se usan
los simbolos MOD, MODULO, %, segun los programas o lenguajes. Con esta funcién basta
averiguar si el RESIDUO es igual a cero para decidir si es divisible un nimero entre otro:

=SI(RESIDUO(A;B)=0;"Es divisible";"No es divisible")

MAXIMO COMUN DIVISOR Y MiINIMO COMUN MULTIPLO

Divisores y multiplos comunes

Un nimero natural k es divisor comUrie otros cuando es divisor de todos ellos. Igualmente se
define el maltiplo comun

MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD)

El maximo comun divisor de varios nimeros naturales es el mayor de sus divisores comunes.

SeNBLINBaSyidal O02Y2 a/506lFZ 060X X Sz X0 9y St Ol az

(a,b)
Si su valor es 1, diremos que los nimeros son primos entre si o coprimos.
Propiedades:

e Siaes multiplo de b, entonces el MCD de ambos es b: (a,b)=b

e EIMCD de dos nimeros ay b coincide con el MCD de b y el resto de la divisién de a
entre b. En esta propiedad se basa el Algoritmo de Euclides: Se divide a entre b. Si el
cociente es exacto, tendremos que b sera el MCD. En caso contrario se divide b entre
el resto. Si obtenemos un nuevo resto nulo, el primer resto es el MCD. Si no,
reiteramos hasta conseguir resto 0, y el ultimo divisor sera el MCD.

0 1 1 1 2 1 11 0 0
328 516 328 188 140 48 44 4 0 0
328 188 140 48 44 4 0 0 0 0

N |

Practica el algoritmo de Euclides con hojas de calculo —
OpenOffice.

e Sivarios numeros naturales se multiplican (o dividen exactamente) por otro natural m,
su MCD queda también multiplicado ( o dividido exactamente) por m. En concreto, si
se dividen entre su MCD, los resultados son primos entre si:
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e Siddivide al producto ab y es primo con a, entonces divide a b (Lema de Euclides)

e lgualmente, simes el MCD de ay b, existen dos numeros enteros p y q tales que se
verifica: m = p.a+q.b (Teorema de Bezout). Ademas m tiene el menor valor absoluto
entre todos los del conjunto de ese tipo p.a+q.b

e La operacion de calcular el MCD es conmutativa y asociativa. Por eso se puede hallar el
MCD de varios numeros encontrando el correspondiente a cada dos de forma
progresiva.

Numeros primos entre si

Son aquellos nimeros naturales (no necesariamente primos) que no tienen divisores comunes.
Su MCD es 1. También se les llama extrafios primos relativos o coprimos

Segun el Teorema de Bezout, si ay b son primos entre si, existirdan dos numeros enteros py q
tales que se verifique: p.a+q.b = 1.

Es importante este concepto para el Lema de Euclides, visto en el anterior apartado, y también
en esta propiedad:

Si a es multiplo de my n y estos son coprimos, entonces a es multiplo de mn.
Numeros primos entre si dos a dos

Los elementos de un conjunto de nimeros naturales se dicen primos entre si dos a dasiando
tomados por parejas, son siempre primos entre si. Los nimeros 5,15y 9 son primos entre si,
pero no dos a dosSin embargo 4, 9, 25 y 49 si lo son.

MINIMO COMUN MULTIPLO (MCM)
Minimo comun maltiplo (MCM) de varios nimeros es el menor de sus multiplos comunes.
Propiedades:

e Siaes multiplo de b, entonces el MCM de ambos es a.

e Sivarios numeros naturales se multiplican (o dividen exactamente) por otro natural m,
su MCM queda también multiplicado ( o dividido exactamente) por m.

e Simesel MCD de dos nimerosaybynsu MCM, se cumple la igualdad: m.n=a.b

O?nOHice.

% Puedes efectuar estos célculos con hoja de calculo
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NUMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS

Numero primo

Un ndmero natural mayor que 1 se Ilama primo si sélo es divisible entre si mismo y la unidad.
En caso contrario le lamaremos compuesto.

Existen infinitos niUmeros primos (se sabe desde Euclides), aunque su densidad es cada vez
menor y se ha demostrado que converge de la siguiente forma:

Si denominamos p (x) al nimero de nimeros primos inferiores o iguales a x, se cumple el
teorema:

Teorema de los nimeros primos

El cociente p(X)/X es asintéticamente equivalente al cociente 1/In(x) para valores de x muy
grandes (version de Gauss) o bien a 1/(In(x)- 1.08366) (versién de Legendre). Este teorema lo
expresd Gauss como conjetura. Un tiempo mas tarde sustituyé estas funciones por el
logaritmo integral Li(x), conjeturando que p(x) se aproxima asintdticamente a esta funcion:

) ~rodx
Lix)= -|3 log x

El matematico ruso Chebychev acoté mediante dos constantes esta aproximacion.

Riemann uso la funcion zetax (s) =1+1/2°+1/3°*+1/4°+1/5°X LI NI £ 2 A NJ NJ dzy' I I NI
aproximacion entre p(x) y Li(x), aunque no llegd a demostrar su convergencia, cosa que

lograron por separado los matematicos De la Vallée Pousin y Hadamard, al final del siglo XIX, y

en el siguiente siglo (1949), demostraron el teorema Selberg y Erdos usando técnicas
elementales.

La serie S (1/p) , donde p recorre todos los nimeros primos, es divergente.

No obstante, si limitamos la serie a una suma parcial de todos los nimeros primos inferiores o
iguales a 5.10’, dicha suma es menor o igual que 4.

Criba de Eratéstenes

Algoritmo que encuentra la serie de nimeros primos inferiores a uno dado mediante
supresiones ordenadas de nimeros compuestos:

En primer lugar se tachan los pares a partir del 4. Después, a partir del 9, se tachande 3 en 3
Desde el 25, de 5 en 5, y asi sucesivamente.



En la figura se observa un modo muy atractivo de tachado de nimeros 1 lzT=14T5s
compuestos entre 1y 100, debido a K.P.Swallow. 7 1|
13 1# 17 #
En este esquema se comprueba que todos los nimeros primos son de la 1314 Elf z |
forma 6n+1 o 6n-1. También se ve facilmente que son de la forma 4n+1 Gl i N
04n-1. S EIEIE 1K
v GF k] 41
o 4 o4
L N .  IEIEDE
Criterio para saber si un nimero es primo s @
o |4 Nk & ] 4
Un ndmero es primo si no es divisible entre ninguno de los nimeros & + 4, 1| &
primos menores o iguales a su raiz cuadrada. Como el niUmero de esos 7 [ F =%
primos es finito, esto proporciona un algoritmo para descubrir si un i ﬂl 42 il
ndmero es primo o no. ¥ ’“’l" tI" =
AR AEE]
Algunas propiedades de los nimeros primos RAE K 3%

- El menor divisor (distinto de 1) de un nimero N es un nimero primo. Si ese divisor es N, este
serd primo. Si no, el divisor no sobrepasara la raiz cuadrada de N.

Esta propiedad nos permite encontrar rapidamente los factores primos de un nimero.
Consiste en un algoritmo voraz, con estos pasos:

(a) Si N es mayor que 1, se busca su menor divisor d, que sera primo, y por tanto factor primo
de N. Si no, termina el proceso.

(b) Se divide N entre d y al resultado se le vuelve a llamar N
(c) Se vuelve al paso (a)

Este algoritmo es muy util para implementarlo en calculadoras u hojas de calculo, pues es
relativamente rapido para nimeros grandes.

- Como consecuencia de lo anterior, un nimero es primo o un producto de primos.

- Dados un nimero N cualquiera y un nimero primo P se verificard o que N sea divisible entre
P o que N sea primo con P. Como consecuencia, un primo P es primo con todos los nimeros
menores que él.

- Si un producto de numeros es divisible entre un primo P, uno al menos de los factores
también lo serd. Por tanto, si el producto es entre primos distintos, P coincidira con alguno de
ellos.

- Hay infinitos nimeros primos de la forma 4n+3
- Si py es el n-ésimo primo, serd menor o igual que 2 elevado a 2"*



"Todo numero primo mayor que 3 es de la forma 6n+1 o de la forma 6n-1
- Todo numero primo mayor que 2 es de la forma 4n+1 o de la forma 4n-1.

Un numero primo tiene las siguientes propiedades respecto a una suma de cuadrados:

a. Unndmero primo es suma de cuadrados de dos numeros naturales si y sélo si es de la
forma 4n+1.

b. El producto de dos nimeros que son suma de cuadrados también es otra suma de
cuadrados, en virtud de la identidad

c. (a*+b%)(c* +d?) = (ac-bd)’ + (ad+bc)?
Por tanto el producto de potencias de nimeros del tipo 4n+1 también equivale a una
suma de cuadrados.

e. Siunasuma de cuadrados se multiplica por otro cuadrado, resulta una nueva suma de
cuadrados:
(@ + b%)c’ = (ac)” + (bc)®

g. De las propiedades anteriores se deduce que son suma de cuadrados los nimeros que
contienen factores primos del tipo 4n+1 y factores de otro tipo cualquiera pero con
potencia par.

=

O?n(}ﬁice.

%\‘% Puedes estudiar estas propiedades con el Buscador de Naturales

DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS
La descomposicién en factores primos se basa en el siguiente teorema

Teorema Fundamental de la aritmética

Sea N un niumero mayor que 1. Entonces existen nimeros primos p1, p2, ps, ... y unos
exponentes a;, ay, as, ... tales que

—_ a a a a
N = p; %1t X P92 X p32 X ...p %

A estos numeros primos les llamaremos factores primosle n y siempre existen y son Unicos,
asi como sus exponentes.

. . a . ’ . . -
Las potencias del tipo P, potencias de un ndmero primo, reciben el nombre de nUmeros

primarios


file:///C:/Documents and Settings/Antonio.PC188127836784/Mis documentos/Mis Webs/hojamat con estadística/sindecimales/divisibilidad/herramientas/hojas/buscador_2.xlsm
file:///C:/Documents and Settings/Antonio.PC188127836784/Mis documentos/Mis Webs/hojamat con estadística/sindecimales/divisibilidad/herramientas/hojas/buscador_2.ods

Criterio de divisibilidad

Un numero natural a divide a otro b si todos los factores primos de a lo son también de b con
exponentes iguales o mayores.

Por tanto, todos los divisores de N se obtendran combinando de todas las formas posibles los
factores primos tomados con repeticion. Son los términos de este producto

) ST T .
a(N) = l_[p‘p—_-l = 1_[‘:1 +pi 47 )

Luego el niumero de divisores sera

Como consecuencia de lo anterior, todo divisor d posee un complementario N/d que contiene
todos los factores primos que faltan en d.

Segun esto, el producto de todos los divisores de N se puede descomponer en pares D¥*N/D=N,
luego su valor serd

Célculo del MCD y el MCM mediante factores primos

Una vez descompuestos dos numeros a y b en factores primos, su MCD se obtiene como
producto de los factores comunes tomados con el menor expongrieMCM como producto
de todos los factores con el mayor exponente

Como consecuencia, dos nimeros seran primos entre sdi no tienen factores primos comunes.
Factorizaciéon de Fermat

La factorizacidon de Fermat siempre se ha presentado como una técnica para representar un
numero impar como producto de dos de sus factores sin usar la lista de nimeros primos. En
efecto, la factorizacién de Fermat no se basa en los factores primos, sino en representar un
numero impar N como una diferencia de dos cuadrados y después expresar la misma como el
producto de una suma por una diferencia, con lo que se logra la factorizacién:

N=y?-x*=(x+y)(y-X), y>X

En el caso impar esta operacion siempre es posible, porque N=(N+1)?/4-(N-1)*/4, que da lugar
a la factorizacién N=N.1



FORMULA DE POLIGNAC

Es relativamente sencillo encontrar los divisores primos del factorial de un nimero natural n.
Simplemente son todos los primos inferiores o iguales a n. El problema reside en calcular los
exponentes a los que estan elevados. Por ejemplo, la descomposicion factorial de 22! Es

221=21%3%5%7°112.13.17.19

Para obtener los exponentes Polignac propuso esta formula
n
-3

En la que el exponente r de cada factor primo p viene dado por la suma de los cocientes
enteros del nimero n entre las sucesivas potencias de p.

Puedes usar esta férmula para resolver las cuestiones siguientes:

¢Cual es el mayor divisor del factorial 12! que es cuadrado perfecto? (Solucién 2073600,
cuadrado de 1440)

¢En cudntos ceros termina el cociente 100!/50!? (Solucién en 12 ceros)

¢Cual es la maxima potencia de 56 que divide a 56!? (Solucion 56 elevado a 9)

% La formula de Polignac la tienes implementada en hojas de célculo

QE;nOHice.

Conjunto de divisores de un nimero

Divisor propio: Un divisor de un nimero N se llama propio si es menor que N. También recibe
el nombre de parte alicuota.

Divisor unitario: Un divisor d de N se llama unitario si MCD(d,N/d)=1

NUMERO Y SUMA DE DIVISORES

Consideremos el conjunto formado por todos los divisores de un nimero. Generalmente sélo
se consideran los positivos. En nuestro caso lo haremos asi, por restringirnos a los nimeros
naturales.

 NUMERO DE DIVISORES

Para obtener todos los divisores de un niimero cuya descomposicidn es n = p;°.p,* .ps>>
basta considerar que son los términos del producto
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(14 py+pr’+..pr™)(1 + pa+ po+..p ) (1 + ps+ ps’+...ps™)

Esta operacién equivale a formar todos los productos posibles del tipo plbl.pzb2 .p3b3"' en los
gue los exponentes b; recorren todos los valores enteros que van de 0 a a;. Como esta es una
operacion de combinar elementos de conjuntos distintos se calculard su nimero por la ley del
producto y nos quedard que el nimero de divisores de N, o funcién divisor o TAU vendrda dada
por la férmula

También se usan las funciones

OMEGA: Cuenta los factores primos de un niumero sin tener en cuenta las multiplicidades. Asi,
omega(60)=3

BIGOMEGA: Cuenta los factores primos con multiplicidad, como biomega(60)=4. También
recibe el nombre de logaritmo entero o funcion sofpr(N)

Se suele representar por la funcién sopfr(n). Asi, sopfr(28)=2+2+7=11. El valor mas pequefio
corresponde a sopfr(1)=0y los mayores coinciden con los nimeros primos, como es evidente.
Aqui tienes la grafica de esta funcidn para los primeros nimeros, en la que se perciben los
maximos correspondientes a los primos:

7 M 15 18 3 I 3 3E 3
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Se le llama logaritmo porque posee la propiedad aditiva: sopfr(a*b)=sopfr(a)+sopfr(b). Se
cumple por el hecho de contar las repeticiones de los factores primos. Si se contaran una sola
vez, esta propiedad sdlo se verificaria si los nUmeros fueran primos entre si y daria lugar a otra
funcién que se representa por sopf(n).

S (N) (SUMA DE DIVISORES FUNCION SIGMA)
Representa la suma de todos los divisores de n incluido él mismo.

Sin es primo, s (n)=n+1. Si es perfecto, s (n)=2n. Si es un nimero primario, la funcién s (n)
tiene como férmula:

r -—
s(p)=(p
conocen sus factores primos:

r+1

-1)/(p-1) que nos permite evaluar la funcidn s (n) para un nimero compuesto si se



e;+1

w15

Siay b son primos entre si se verifica que s (a.b)=s (a).s (b). Diremos que esta funcién es
multiplicativa

OTRAS FUNCIONES SIMILARES A SIGMA

USIGMA: Es la suma de todos los divisores propios de un nimero N. Se calcula con la férmula

siguiente, en la Pjson los factores primos y K; sus exponentes.

o) =] |1+ )

SIGMA_K: Es la suma de todos los divisores de un nimero elevados todos al exponente k. Su

calculo se efectua a través de la férmula, siendo €; los exponentes de los factores primos Pj

. (€i+1)k _ 1
=12

pi*—1



NUMEROS ESPECIALES

En este apartado se irdn explicando algunas clases curiosas de numeros sin un orden predeterminado,
pudiéndose afadir tipos nuevos en sucesivas ediciones.

NUMEROS PERFECTOS, ABUNDANTES O DEFICIENTES
Numero perfecto

Diremos que un nimero es perfecto cuando equivale a la suma de todos sus divisores propios
(menores que él).

Los primeros numeros perfectos son 6, 28, 496 y 8128, ya conocidos en la antigliedad.

Todos los nimeros perfectos son también triangulares y todos los conocidos hasta ahora son

son pares. Se ignora si existe algun niumero perfecto impar, aunque se sabe que de existir

deberia ser mayor que 10"*°.

Tampoco se sabe si existen infinitos nimeros perfectos.

Euclides demostré que si el nUmero 2% 1es primo (numero de Mersenne), el nimero N=2%1(2%
1) es perfecto.

Ver propuesta de demostracion

Euler demostré el reciproco (evidentemente, sélo para perfectos pares), con lo que quedé
establecida una correspondencia biunivoca entre los nimeros perfectos pares y los nimeros
de Mersenne primos.

NUmero abundante

Un ndmero es abundante si es menor que la suma de todos sus divisores propios, por ejemplo
el 12.

e Todos los numeros multiplos de 6 mayores que 6 son abundantes. Intenta
demostrarlo.

e El menor abundante impar es 945. Puedes comprobarlo con el Buscador de Naturales.

e Todo numero abundante mayor que 83.160 es suma de otros dos abundantes.
También todo nimero par mayor que 46 es suma de dos abundantes.
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Numero deficiente

Un nimero se llama deficientecuando es mayor que la suma de sus divisores propios. Por
ejemplo: 21 > 1+3+7

Curiosidades numéricas sobre nimeros perfectos, abundantes o deficientes

e Losinversos de los divisores de un nimero perfecto suman siempre 2:

e Divisoresdel 6: 1/1+1/2 +1/3+1/6=2

e Divisoresdel 28:1/1+1/2+1/4+1/7+1/14+1/28=2

¢ Todos los numeros perfectos, salvo el 6, coinciden con sumas parciales de la serie
o 1’+3°45°+7°49° b AXi:28=1°+3%;496=1°+3*+5>+7°

Concepto de abundancia

Llamamos abundancia del numero A al S(A)/A, siendo S(A) la suma de los divisores de A, o
sigma de A. Es claro que que el cociente S(N)/N vale 2 en los nimeros perfectos, mas de 2 en
los abundantes y menos en los deficientes. Se puede demostrar lo siguiente:

La abundancia de un niimero multiplo de A es mayor que la abundancia de A: Si M=A*k, (M,
Ay K enteros positivos), entonces S(M)/M > S(A)/A

Para demostrarlo basta considerar el caso en el que k es primo, porque por reiteracién la
propiedad se iria repitiendo en cada factor primo de k si fuera compuesto. Recordemos la
formula de la funcion sigma S:

E?I'+1 _

e

En la que p; son los factores primos de Ay g; sus multiplicidades. Si el nuevo primo k es uno de
ellos con multiplicidad p, su cociente (k"**-1)/(k-1) se convertiria en (k"?-1)/(k-1), que es mayor
que (k**'-k)/(k-1)=k(k"**-1)/(k-1). Por tanto, ese factor (k***-1)/(k-1) de la funcién sigma
guedaria multiplicado por un nimero mayor que k. Por tanto, la abundancia aumenta, porque

S(M)/M > kS(A)/M=kS(A)/(kA)=S(A)/A.

Si k es un nimero primo que no divide a A, entonces su funcién sigma, al pasar a M, quedaria
multiplicada por (k+1) y tendriamos: S(M)/M=S(A)*(k+1)/(A*k)= S(A)/A*((k+1)/k)>S(A)/A, es
decir, la abundancia quedaria multiplicada por un nimero mayor que la unidad.

Si k fuera compuesto, irlamos multiplicando por cada uno de sus factores primos, con lo que la
abundancia creceria aun con mas razoén.

Lo importante es que estos crecimientos son estrictos: nunca se da la igualdad de abundancias
entre un nimero y sus multiplos. De esto se desprende lo siguiente, que es muy facil de
razonar:

e Los divisores de un numero perfecto son todos deficientes.



e Siun numero es no deficiente (perfecto o abundante), sus multiplos seran todos
abundantes.

Nos podemos imaginar que si N es no deficiente, entre los divisores de N encontraremos
deficientes (quizas no todos) y entre los multiplos, todos abundantes. ¢ Donde esta la frontera?

Dickson (1913) llamé no deficientes primitivos a aquellos nimeros no deficientes cuyos
divisores propios si son todos deficientes. Es evidente que entre esos numeros estaran los
perfectos y quizds alguno mds. Pues si, hay mas: 6, 20, 28, 70, 88, 104, 272, 304, 368, 464, 496,
ppnZ PTHZ cpnZ TnyXZ yocZ dnpZ mmynX

NUMEROS DE ORE

Un ndmero entero positivo N se llama de Ore o armdnico cuando la media armdnica de todos
sus divisores es un nimero entero. Por ejemplo, es armdnico 140, porque sus 12 divisores son
1,2,4,5,7,10, 14, 20, 28, 35, 70 y 140 y por tanto su media armdnica es

12
Ma =71 11111, 1 1 1 1 1 1 °
1 2 4 5 7 10 14 20 28 35 70 140

Parece muy pesado este calculo para nUmeros grandes, pero existe una simplificacién. Para
ello basta observar que cada divisor d posee un complementario d6tales que d.d&N. Este
hecho permite ir sustituyendo cada cociente del tipo 1/d por d@N, con lo que todos los
denominadores resultard iguales a N y se podran sumar los cocientes con facilidad:

_ 12 14012 _ ¢
— 140, 70 35 28 20 14 10 7 . 5 4 2 1 336

12071240140 120 140 T 140 120 T 120 T 140 120 T 120 T 120

UL

Este procedimiento es facilmente generalizable: basta multiplicar N por su numero de
divisores y dividir después entre la suma de los mismos:

N.d(V)
Ma =72V

Representamos el nimero de divisores mediante d(N) y su suma por s(N). Basta observar la
formula para poder interpretarla de otra manera: La media armdnica de los divisores equivale
al cociente entre el nimero y la media aritmética de dichos divisores.

Los primeros numeros de Ore son: 1, 6, 28, 140, 270, 496, 672, 1638, 2970, 6200, 8128,
8190X 9 y (i NB inSldydn 2osinindeiSs perfectos 6, 28, 496, 8128,€ y otros mas que no lo
son. Todo numero perfecto se puede demostrar que también es armonico. Esto es interesante,



porque si se lograra demostrar la Conjetura de Ore de que no existen armdnicos impares,
también se habria logrado demostrar que tampoco hay perfectos impares.

NUMEROS AMIGOS

Dos numeros naturales son amigos si cada uno de ellos es igual a la suma de todos los divisores

propios del otro.

Asi, son amigos los pares 220y 284 (conocido por los griegos), 17296 y 18416 (Fermat) y
9363584 con 9437056 (Descartes). Euler encontré 64 pares, entre ellos 2620y 2924, y 5020
con 5564. Paganini descubrié un par relativamente pequeio que habia permanecido
inadvertido durante siglos: 1184 y 1210

e Parece que su cociente tiende a 1

e No se conocen pares de amigos uno par y otro impar ni se ha podido demostrar que no
existan.

e Todas las parejas de nUmeros amigos impares son multiplos de 3.

e No hay férmulas para encontrar todos los nimeros amigos, aunque existen para
construir algunos (Ver Thabit idn Qurra)

* No se sabe si sunumero es finito o infinito.

Los primeros pares de nimeros amigos son:

220 284

1184 1210
2620 2924
5020 5564
6232 6308
10744 10856
12285 14595
17296 18416
63020 76084

66928 66992



NUMEROS SOCIABLES

Son similares a los anteriores, pero sin reciprocidad: Un conjunto de nimeros sociables es una
sucesién de numeros en la que cada término es igual a la suma de los divisores propios del
término anterior. En el caso de los niUmeros sociables, la sucesion es ciclica. Por ejemplo, el
conjunto 1264460, 1547860, 1727636, 1305184 estd formado por niumeros sociables, porque
cada uno ( y el dltimo con el primero) coincide con la suma de los divisores propios del
siguiente.

Al nimero de elementos del conjunto lo llamaremos periodo u orden del mismo. Existe un
conjunto de orden 5 formado por los nimeros mas sencillos: 12 496, 14 288, 15 472, 14 536,
14 264

Segun lo anterior, un numero perfecto forma un ciclo de orden 1, y un par de nimeros amigos
de orden 2.

No se sabe si todos los enteros o bien son sociables, o su conjunto acaba en un primo y sigue
con 1, o bien para algiin nimero el conjunto de los sociables con él nunca acaba.

NUMEROS DE MERSENNE
Son los nimeros del tipo 2° -1 con p primo.

Si 2" -1 es primo, n también es primo, pero no al revés. Por ejemplo, 2°’-1 es divisible entre
193.707.221. También 2'' ¢ 1 es compuesto e igual a 23*89

Mersenne afirmd que son primos tan sélo los correspondientes a los valoresde p 2, 3, 5, 7, 13,
19, 31, 67, 127 y 257, pero fallé en el 61, que también es primo, y en el 67, que no lo es (Cole
1903).

Se ignora si hay infinitos nimeros primos de Mersenne.

Los primeros numeros de Mersenne primos son:

p 271
2 3
3 7
5 31
7 127
13 8191

17 131071



Y algunos de los ultimos descubiertos hasta ahora:

211213_ 1
2119937_ 1

21701
-1

-1
-1

-1
132049_ 4

2
27568394
2

23209

2
2
%4437
286243

859433

1
23021377_4
269725934

32582657

2

37156667
42643801
2

-1
-1
-1

1

43112609

NUMEROS DE FERMAT

Son aquellos de la forma

2% +1

Todo primo de la forma 2" +1 es de Fermat, pues es facil demostrar que si k es impar, o
contiene un factor impar, el resultado es un nimero compuesto.

Pero cualquier numero de Fermat no es necesariamente primo.

Los primeros nimeros de Fermat, para n=0,1,2,3 y 4, los nimeros 3, 5, 17, 257, 65537, ...son
primos.

Euler demostré que para n=5 El nimero resultante no es primo, sino divisible entre 641:
4.294.967.297 = 641*6.700.417

Next, en 1880 demostrd que el nimero de Fermat correspondiente a n=6 se descompone en
los factores 18.446.744.073.709.551.617 = 274.177 * 67.280.421.310.721

No se sabe si existen mas niumeros de Fermat primos.

Gauss relaciond estos numeros con los poligonos regulares que se pueden dibujar con reglay
compas.



FUNCIONES IMPORTANTES EN TEORIA DE NUMEROS

Muchas estas funciones estan implementadas en la Calculadora de Divisibilidad ,
en el Gestor de Divisibilidad y en el Buscador de numeros naturales

F(N) (INDICATRIZ O INDICATRIZ DE EULER, FUNCION PHI)
Representa cuantos numeros naturales inferiores a n son primos con él, contando el 1.

Si n es primo, f(n)= n-1. Si es primario (tipo p" con p primo), su indicatriz viene dada por la
formula f(n)=p™*(p-1) = p'(1-1/p)

Es una funcién multiplicativa. La indicatriz de un producto de nimeros primos dos a dos es el
producto de las indicatrices de éstos. Con esta propiedad podemos calcular la indicatriz de
cualquier nimero compuesto

Si un nimero natural m se descompone en factores primos: m=p°.q°.r*.... su indicatriz de Euler
vendra dada por:

f(m) =m (1- 1/p)(1 - 1/q)(1- 1/r)....

Por ejemplo, si 12 = 2°*3 suindicatriz serd f(12) = 12*(1-1/2)*(1-1/3) = 4, y , efectivamente los
4 nimeros 1, 5, 7y 11 son primos con él

El indicatriz de Euler coincide con el nimero de elementos inversibles de un grupo ciclico de
ordenn

Una curiosa propiedad de esta funcion es que si sumamos su valor en los divisores de N, esa
suma coincide con N.

P (N) (PRIMOS HASTA N)
Representa cuantos numeros primos hay no superiores a n.

Para n tendiendo a infinito, coincide asintdticamente con la expresion n/In(n) (Teorema de los
numeros primos).
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D(N) (DISTANCIA AL PROXIMO PRIMO)

Su valor es la distancia entre un nimero cualquiera y el nimero primo mas pequefo que es
mayor o igual que él.

M(N) (FUNCION DE MOBIUS)

Se define para todos los nimeros naturales segiin sean multiplos o no de nimeros cuadrados.
A cada uno se le hace corresponder uno de los valores -1, 0 o +1,de la siguiente forma:

M(n)= 1 si n no es multiplo de cuadrados y tiene un nimero par de factores primos distintos
M(n)=-1 si n no es multiplo de cuadrados y tiene un nimero impar de factores primos distintos

M(n)=0 si n es divisible entre algin cuadrado.

Es una funcién es muy importante en Teoria de Numeros y Combinatoria.
CONJETURAS

Conjeturas de Goldbach

Todo nimero par ayor que 2 es suma de dos primos

Fue propuesta por Goldbach el 7 de Junio de 1742, en una carta dirigida a Euler. En realidad,

su propuesta se referia a la conjetura ternaria: " Todo nimero impar es la suma de tres pritnos
y Euler le respondié con la propuesta binaria que todos conocemos.

Ha sido comprobada hasta 10", pero no se ha podido demostrar.

No obstante, se han logrado resultados provisionales:

Cualquier numero par es suma de 6 0 menos numeros p(Radsré 1995)

Todo numero par suficientementeagde es suma de un primo y del producto de dos
primos(Chen 1966)

Todo namero impar N mayor que 5 es suma de tres prifDesostracion de la conjetura
ternaria a cargo de Vinogradov en 1937).

Es consecuencia de la anterior.
(Demostrada por Vinogradov (para un nimero suficientemente grande), tiene como

consecuencia que todo nimero par suficientemente grande es suma de a lo sumo cuatro
primos)



PROBLEMAS NO RESUELTOS

Los siguientes problemas sobre nimeros naturales no han sido resueltos en el momento de
redactar esta pagina:

e (Hay infinitos numeros primos de Mersenne vy, por tanto, infinitos nimeros perfectos?

e (Existen numeros perfectos impares?

e (Hay infinitos pares de nimeros amigos?

e (¢Hay mas numeros de Fermat primos ademas de 3, 5, 17, 257 y 65.537?

e (Hay infinitos pares de nimeros primos gemelos?

e (Existen progresiones aritméticas formadas por nimeros primos, tan grandes como
gueramos?

e (Esciertala conjetura de Golbach?

e (Esciertala conjetura de Polignac?

e (Existen infinitos nimeros primos de la forma n*+1?

e (Existe siempre un nimero primo entre n’y (n+1)°

e (Esciertala conjetura de Catalan?

e (Hay algun entero mayor que 1 que figure mas de 8 veces en el tridngulo de Pascal?
(problema de Singmaster)

e (Existen nUmeros amigos, uno de ellos pary el otro impar?

e Lasucesion de Fibonacci écontiene infinitos primos?



