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PRESENTACION

El titulo completo de esta publicacion podria ser
ANYamer os con nombre propi
algunas calificaciones son mas representativas de las
propiedades de un n¥Yamer o,
gque se refiere al promedio entre dos primos
consecutivos.

Se han afiadido estos niumeros que no estan asignados
a sus descubridores, pero que contienen propiedades
muy en consonancia con el apelativo con el que se
conocen.

Estan incluidos tan solo los que han sido objeto de
al g¥n estudio o bWwsqueda

en

de ¢8Il cul oo, ltapilustres Inambreg,ucemof a

Fibonacci, y, por el contrario, algunos de los estudiados
no tienen gran importancia en la Teoria de Numeros,
como podrian ser los de Ore.

A esta primera edicion del 2022 le seguiran futuras
ampliaciones, segun se sigan estudiando tipos de
nameros en el blog referido, e incluso dentro de este
afio pudiera aparecer una edicidon nueva.
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CIFRAS Y OTROS

NUMEROS BELGAS

Estos numeros han sido introducidos por Eric Angelini y
publicados en el aflo 2005 en http://oeis.org/A106039.
Hay varios tipos, por lo que comenzaremos con los O-
Belgas. Estos numeros tienen la propiedad de que si a
partir del nimero 0 vamos sumando reiteradamente las
cifras (por orden) del numero dado, se forma una
sucesion que contiene a ese numero. Por ejemplo, el 18
es 0-belga, porque a partir del 0 vamos a ir sumando

sucesivamente 1, 8, 1 pasa el €

18: 0, 1, 9, 10, 18, resultando que el mismo 18 es
término de la sucesién. Sin embargo, el 19 no lo es,
porque se forma | a sucesi
I r sumando sucesivamente
es sobrepasado sin pertenecer a la sucesion. Se llaman
0-belgas porque la sucesion la comenzamos en 0, y los
primeros son estos:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 20, 21,
22, 24, 26, 27, 30, 31, 33, 35, 36, 39 ¢
http://oeis.orqg/A106039

Si un numero posee 3, 4 o0 mas cifras, estas se iran
también sumando de forma sucesiva y ordenada.


http://oeis.org/A106039
http://oeis.org/A106039

Llamaremos n-belgas a aquellos numeros que
pertenecen a la sucesion formada al sumar cifras, pero
comenzando en el niumero n, siendo n menor que el
namero dado. Asi, estos son los 1-belgas:

1, 10, 11, 13, 16, 17, 21, 23, 41, 43, 56, 58, 74, 81, 91,
97, 100, 1 0 1htp://bels ®rog/A10GUED, é

Por ejemplo, el 23, comenzando en 1, genera con las
cifras 2 y 3 la sucesion 1, 3, 6, 8, 11, 13, 16, 18, 21,
23, ¢éa | a que ®I mi smo perten

Se han publicado también los 2-belgas (A106518), los
3-belgas (A106596) y otros.

Funcion ESBELGA

Dado un numero cualquiera, es posible saber si es 0-
belga, 1-belga o de rango superior. Podemos idear una
funcion con dos parametros, uno, el niumero dado, y
otro, el tipo. Como el objetivo de este estudio es
experimentar y descubrir curiosidades, daremos dos
versiones de esta funcién, una un poco larga, antes de
reflexionar sobre la cuestion, y otra simplificada.

En primer lugar pensamos en lo obvio:
1 Deberemos extraer las cifras del nimero

1 Después las iremos sumando ordenadamente a
partir del nimero tipo


http://oeis.org/A106439

1 Proseguimos hasta llegar o sobrepasar el
presunto numero belga

M Si un término de la sucesion coincide con el
namero dado, es que si es belga.

Algo asi, en el Basic VBA:

Function esbelga(n,t) 6 Los par 8metros s
y el tipo

Dimc(10) 6Se reserva un vector |
diez cifras (se puede ampliar)

Dimi, nu,a, b, m, p

Dim es As Boolean

OEn primer lugar se extraen
I=0:m=n

While m >0

p=m-10*Int(m/10)

I=i+1

ci)=p6memorias que guardan | a
m = Int(m / 10)

Wend

nu=i

Ol niciamos | a prueba para ve
es = False

i=l:a=toLa variable a se i1nici
Whilea<n 6 Cr eamos una sucesi - -n
m=1Mod nu: Ifm=0Thenm =nu

~



a=za+clu-m+1)6Se van sumando |
variable a

I=i+1

Ifa=nThenes=True 6 Si |l a sucesi - n
es belga

Wend

esbelga = es

End Function

Esta funcién resulta lenta para valores grandes de n, ya
que contiene demasiados ciclos de suma de cifras.
Seria mas préctico eliminar todo esos ciclos dividiendo
de forma entera n-t (siendo t el tipo de belga) entre la
suma de sus cifras. Para nimeros pequefios no se
advierte diferencia en la rapidez del algoritmo, pero
siempre debemos intentar simplificar. También se
puede usar la funcion MOD para acelerar la extraccion
de cifras. Quedaria asi:

Function esbelga(n, t) As Boolean
Dim c(10)

Dimi, nu,a, m, p, s

Dim es As Boolean

i=0:m=n:s=0

While m >0
p=m Mod 10
I=1+1
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ci)=p:s=s+p 0Extracci-n de cifre

m = Int(m / 10)
Wend
nu =i

a=(n-t)Mods 0 Se imah losiclos de suma de
cifras

=1

Ifa=0Then 6 Si el nYamer o es m¥l t
cifras, es belga

es = True

Else

es = False

Fori=1Toun 6Se el i minan <cifras
probando

If Abs(a - s) <1 Thenes=True 6 Deber 2a es
a=s, pero asi eliminamos problemas de coma flotante

If Not es Thens=s -c(i)

Next i
End If
esbelga = es
End Function

Por si deseas experimentar, esta es la version de la
funcion para PARI:



esbelga(n,p)={s=0;k=0;x=n;while(x>0,s+=x%10;x=(x -
x%10)/10;k++);

r=(n-p)%s;t=s;x=n;e=0;for(j=0,k,if(r==t,e=1);t -
=x%10;x=(x -x%10)/10;);

return(e);}

En la imagen se han generado con esta funcion los
belgas de tipo 0, 1y 2:

? \r ini.txt

1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 30, 3|
1, 33, 35, 36, 39, 40, 42, 44, 45, 48,6 50, 53, 54, 55, 60, 62, 63, 66, 7O, V1, 7
2, 77, 80, 81, 84, 88, 90, 93, 99, 100,

5 R

roini. txt
1, 18, 11, 13, 16, 17, 21, 23, 41, 43, 56, 58, 74, 81, 91, 97, 100,
ini.tx

Algunas propiedades

Esta idea de eliminar previamente todos los ciclos de
suma de cifras permite afirmar algo mas:

Si un nimero es divisible entre la suma de sus cifras,
sera 0-belga.

En efecto, al sumar n ciclos de suma de cifras llegamos
a n sin tener que recorrer la sucesion. Estos numeros
son los llamados Numeros Harshad o de Niven: 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9,10, 12, 18, 20, 21, 24, 27, 30, 36, 40, 42,

45, 48, 50, Ship//odsdrg/AODSB49 70, €
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Aplicale a cualquiera de ellos la funcion ESBELGA con
parAmetro 0O y debera devolverte siempre
VERDADERO.

El nimero de k-belgas, para cualquier valor de k, es
infinito

Bastara sumar a k todos los mdltiplos de la suma de
cifras de cualquier otro nimero.

Todo numero es k-belga para algun valor de k

Porque k puede ser el resto de dividir n entre la suma
de sus cifras.

NUmeros autobelgas

Puede darse la casualidad de que un numero que
comienza por la cifra k, sea también k_belga. Por
ejemplo, el 25 tiene como primera cifra el 2, y 2-belga.

Esto no pasa de ser un divertimento, como todo el
tema, pero nos permite crear una funcion:

Function autobelga(n)
Dimc, |

|=Len(Str$(n)) T 16 Extrae el n¥amer o d
Ifl=1Thenc=nElsec=Int(in/10"(I -1)6Extr ae
oprimera cifra

If esbelga(n, c) Then autobelga = True Else
autobelga=False 6 Compr ueba si es be
End Function

11



Con ella es facil crear listados de autobelgas. En la
iImagen se han listado los comprendidos entre 10 y 30:

Estan publicados en http://oeis.org/A107062

Estos nameros se llaman autobelgas de primer tipo.
Hay otros de segundo, en los que ademas de coincidir
la primera cifra con el tipo, también lo hace la segunda
con la primera cifra del segundo término. No merece el
tema tanta complicacion. Te dejamos que busques
informacion y experimentes.

12
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NUMEROS COLOMBIANOS

AutonUimeros o numeros colombianos

Estos numeros, llamados también de Devlali, fueron
descritos por el matematico indio Kaprekar (el de la
constante 6174,

http://es.wikipedia.org/wiki/Constante _de Kaprekar).
Son muy conocidos por haberlos presentado Martin
Gadner en uno de sus libros. En esta direccion puedes
leer su articulo.

http://librosdemates.blogspot.com.es/2013/01/viajes-
por-el-tiempo-y-otras.htmi

Su definicidbn es algo extrafia, porque son aquellos
ndmeros enteros positivos que no pueden ser
expresados como la suma de otro entero con la
suma de sus cifras (Kaprekar llamo6 a esta operacion
digitadicion ). Por ejemplo, 20, no puede generarse con
nameros mas pequefios a los que les sumamos sus
cifras. Con los de una cifra se ve que es imposible, y
con los de dos: 11+1+1=13, 12+1+2=15, 13+1+3=17,
14+1+4=19, 15+1+5=21, y el resto tampoco daria como
resultado 20.

Con esta definicion se comprende que existan infinitos
tipos de autonumeros, dependiendo de la base elegida,
y asi se ha demostrado. Nosotros nos limitaremos a la

13


http://es.wikipedia.org/wiki/Constante_de_Kaprekar
http://librosdemates.blogspot.com.es/2013/01/viajes-por-el-tiempo-y-otras.html
http://librosdemates.blogspot.com.es/2013/01/viajes-por-el-tiempo-y-otras.html

base 10. En este <caso los tienes en
http://en.wikipedia.org/wiki/Self _number y son estos:

1, 3,5, 7, 9, 20, 31, 42, 53, 64, 75, 86, 97, 108, 110,
121, 132, 143, 154, 165, 176,187,198, &

También los puedes estudiar en http://oeis.org/A003052

Estos numeros proceden de una criba. Puedes ir
calculando todos los resultados posibles si se suma
cada numero con la suma de sus digitos en la base
dada. Resultarian estos:

2, 4,6, 8,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22,
23, 24, 25, 2 6, 27, 28, é
http://oeis.org/A176995 y los que nos ocupan serian su
complemento.

Algoritmo de fuerz a bruta

Una cuestion interesante es cOmo saber si un namero
es autonumero o no. El primer acercamiento a este
tema puede consistir en recorrer todos los numeros
inferiores a N, afadirles la suma de sus cifras y
comprobar si el resultado es N. Desembocamos
entonces en la programacion con hojas de calculo.
Necesitariamos:

1 La funcion SUMACIFRAS
1 Un bucle que recorra los numeroskde 1l aNy
que pare si el resultado de k+sumacifras(k) es N.

14
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1 Sila prueba anterior es positiva, declaramos que
el nimero N no es autonumero, y Si es negativa
para todos los nimeros inferiores a N, diremos
que si lo es.

La funcibn SUMACIFRAS debemos tenerla publicada
en algan documento. Por si no fuera asi, la
reproducimos en Basic de hoja de calculo:

Public Function sumacifras(n)
'No analiza si el nimero es entero positivo

Dimh,i,s, m

h=ndé6De | a variable h se ir8hn
s=06Esta variable recoger g |
Whileh>9 6 Bucl e para extraer | a
i = Int(h / 10)

m=h-i*10

h=i

s=s+mdbéLa nueva cifra se suma
Wend

s=s+héLa cifra residual se s

sumacifras = s
End Function

Una vez tenemos la funcion sumacifras podemos
organizar el test en forma de funcién booleana:

15



Public Function esauto(n)
Dim es As Boolean
Dim k

es=True 6 Se decl ara de entrada
Acol ombi anoo

k=0 6Comenzamos a recorrer I
que n

While k <nAndes ONo paramos hmet a
hasta que es sea falso

If k + sumacifras(k) = n Then es = False &i hay

l gual dad, paramos y decl ar an
k=k+1

Wend

esauto=es 6La funci-n resoge el

End Function

Aplicamos esta funcion a los primeros nuameros Yy
obtendremos el valor VERDADERO en los
autonumeros:

16



1 VERDADERO
2 FALSO
3 VERDADERO
4 FALSO
5 VERDADERO
6 FALSO
7 VERDADERO
8 FALSO
9 VERDADERO
10 FALSO
11 FALSO
12 FALSO
13 FALSO
14 FALSO
15 FALSO
16 FALSO
17 FALSO
18 FALSO
19 FALSO
20 VERDADERO
21 FALSO
22 FALSO

Por ejemplo, busquemos el primer autonimero que

sigue a 1000:
1000 FALSO
1001 FALSO
1002 FALSO
1003 FALSO
1004 FALSO
1005 FALSO
1006 VERDADERO
1007 FALSO
1008 FALSO
1009 FALSO
1010 FALSO

Resulta ser el 1006.

Test de Kaprekar

El anterior algoritmo recorre demasiados numeros y es
ineficiente para enteros grandes. El mismo Kaprekar
demostré un test en el que sélo hay que analizar

17



enteros no superiores al numero de digitos. Lo
copiamos de la pagina
http://www.numbersaplenty.com/set/self number/

Define the functions

d(n) = the number of digits of n,
Tm) = 1+((n—1) (mod?9)),

_J r(n)/2 if r(n) is even,
hin) = { (r(n) +9)/2 if r(n) is odd.

Then a number n is self if, for every k =0,1,...,d(n), it holds
sod(ln —h{n) —2-Kk|) £ h(n) +9-k

where |x| denotes the absolute value of x.

Lo hemos implementado como funcion para Excel. No
detallamos el cddigo. SoOlo lo copiamos con algun
comentario:

Public Function esauto2(n)
Dimnc, a, r, h, k
Dim es As Boolean

'nimero de cifras

a=1.nc=0

While a <=n

a=a*l0:nc=nc+1

Wend

'Se preparan las variables del test de Kaprekar
If nc = 0 Then esauto2 = False: Exit Function
r=1+((n-1) Mod9)
Ifr/2=r\2Thenh=r/2Elseh=(r+9)/2
'‘Bucle del test

es = True

k=0

18
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While k <= nc And es

If sumacifras(Abs(n -h-9*Kk)=h+9*kThenes =
False

k=k+1

Wend

esauto2 = es

End Function

Hemos preparado un esquema en el que se puede
elegir el inicio y compara las dos funciones, ESAUTO y
ESAUTOZ2. Por si se hubiera deslizado algun error se
han efectuado varias comprobaciones Yy coinciden
ambas funciones, pero con gran lentitud en la primera.

ESAUTO(N) __ ESAUTOZ(N)
100199 VERDADERO |VERDADERO
100200 FALSO FALSO
100201 FALSO FALSO
100202 FALSO FALSO
100203 FALSO FALSO
100204 FALSO FALSO
100205 FALSO FALSO
100206 FALSO FALSO
100207 FALSO FALSO
100208 FALSO FALSO
100209 FALSO FALSO
100210 VERDADERO |VERDADERO
100211 FALSO FALSO
100212 VERDADERO | VERDADEROQ

Distribuciéon de los autonimeros

Es facil ver que el incremento entre dos autonumeros
consecutivos es frecuentemente 11. Por ello esperamos
tramos lineales en su distribucion. Los veremos creando
un grafico con los primeros, pero si elegimos un gréafico
con muchos puntos, se nos presenta una distribucion
practicamente lineal, con pendiente 10,2, cercana al 11,
gue como hemos visto, aparece en muchos tramos.

19



Area del grafico

5000 y=10208x-41 390

RE=1 /
4000

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Para ver mejor los tramos lineales elegimos un rango
de nimeros mas pequeno:

Area del grafico

300 >
250 /
200 M
150 /
100 ‘—/

s0

-

12 3 4 5 6 7 8 9 101112 1314151617 1819 20

Normalmente el salto de 11 se produce porque equivale
a rebajar en una unidad las decenas cuando es posible.
Asi la suma total se rebaja en 11. Si el primero es
autonumero puede obligar a que el segundo también lo
sea, pues si éste admitiera una suma, al rebajar esa
unidad podria no ser autonamero el primero. Esto vale
s6lo para la mayoria de los casos. No es una regla
general. Ocurre algo parecido con 101, 1001, 10001,

Hay una forma sencilla de engendrar autonimeros (no
todos), y es comenzar por 9 y después usar la férmula
recurrente

C,=8*10“'+C, ,+8
20



El siguiente numero seria 8*10+9+8=97, el siguiente
800+97+8=905.

Con hoja de célculo es facil construir esta generacion
recurrente. Inténtalo si quieres. En la imagen hemos
afadido a la derecha la funcién esauto .

9 VERDADERO

10 97 VERDADERO

100 905 VERDADERO
1000 8913 VERDADERO
10000 88921 VERDADERO
100000 888929 VERDADERO
1000000 8888937 VERDADERO

10000000 88888945 VERDADERO

En parrafos anteriores descubrimos que todos los
nameros se pueden clasificar en generados por la
digitadicion de Kaprekar y autonimeros, que no pueden
ser generados. Nos dedicaremos en primer lugar a los
generados, y con ellos descubriremos algo mas sobre
los autonumeros.

NUmeros generados

Sefalamos que los numeros 2, 4, 6, 8, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 21,
(http://oeis.org/A176995) son los complementarios de
los autonumeros. Todos ellos se pueden expresar como
N+SUMACIFRAS(N), por lo que Kaprekar les llamo
Afgeneradoso. A este nY¥amer o

21
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generador del mismo, pero desafortunadamente no es
anico, por lo que no podemos considerarlo una funcion
dependiente del numero. En efecto, existen numeros,
como el 103, que poseen mas de un desarrollo de este
tipo, ya que 103=92+9+2 y también 103=101+1+1.

Podiamos definir una funcion GENERADOR si para
cada N eligieramos el mayor K que cumple que
K+SUMACIFRAS(K)=N, y asignar el valor 0 como
generador de los autonumeros. Asi si seria una funcion.
La funcion AUTO descrita mas arriba y debidamente
adaptada nos servira para este proposito:

Public Function generador(n)
Dimk, g

g=0

While k <n

If k + sumacifras(k) =n Theng =k
k=k+1

Wend

generador = g

End Function

En esta tabla puedes comprobar que si a cada niamero
de la derecha le sumas la suma de sus cifras, resulta el
de la izquierda, salvo el caso del autonimero 97 al que
le hemos asignado un cero.

22



N Generador(N)
90 81

91 7

92 82

93 78

94 83

95 79

96 84

97 0
98 85
99 90
100 86
101 100

Si construimos un diagrama de dispersion entre N y su
generador, obtenemos un resultado similar a este:

i ..w;xx:
70 &

- Mﬁw

50 4

40 W

Abajo los puntos de valor O representan a los
autonameros, y los de arriba parecen presentar pautas
lineales escalonadas, pero es una ilusion, ya que esos
tramos no se podrian solapar. Lo que ocurre es que en
este proceso los nidmeros consecutivos aparecen muy
cercanos, y dan la impresidbn de sucederse.
Analizaremos estos numeros con mas detalle.

Si representamos un numero N de k+1 cifras en base
10, lo estamos generando mediante un polinomio del
tipo

0 O wWwpm Wpm E wpm

23



Si ahora le sumamos sus cifras (digitadicion) se
convertira en

0 ¢ pE pmp prmmwB p IdTE

Todos los numeros generados se podran expresar de
esta forma, y los autogenerados, no.

Seg¥%n esta f-rmul a, | os dobl
todos numeros generados, y si dos generadores se
diferencian soOlo en una unidad en las decenas, sus
generados se diferenciaran en 11, como ya hemos
observado. Si se diferencian en una unidad de las
centenas, sus generados se diferenciaran en 101, y asi.
Estas correspondencias también se dan en casi todos

los autonimeros, pues van la par de estos. No se da en
todos.

En este grafico hemos descompuesto cada autonumero
en relacion con los menores de 100, y vemos una
repeticion de tramos lineales a unas alturas de 1001,
2002, 3003 y 4004. Esto es consecuencia de la formula
gue hemos desarrollado.

4500

4000 -
3500
3000 ¢

2500 +

[} 20 40 60 80 100 120
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Fundamento del algoritmo de Kaprekar

La formula

0 ¢ pE pmrdp p B p YT

nos da una forma paralela a la de Kaprekar para decidir
si N es autonimero en pocos pasos (es el mismo
proceso con otra orientacion). Observa que todos los
coeficientes son congruentes con 2 modulo 9, con lo
gue si llamamos G al posible generador de Ny SC(G) a
|l a suma de sus <cifras, s e
9. Para saber esto no hacia falta la formula, pues como
G es congruente con SC(G) médulo 9 y se cumple que
N=G+SC(G), es evidente que N sera congruente con el
doble de SC(G).

Como 2 es primo con 9, en
9 se podra encontrar una soluciébn S, con lo que
G=9*k+S para valores de k no superiores al numero de
cifras. Lo vemos con el 30: Si N=30, sera
30r3rz2*sc(aG). En este cas
(mod 9. De esta forma G puede ser 6, 15 0 24.
Recorremos de mayor a menor y descubrimos que el 24
vale, porque 24+2+4=30, luego 30 no es autonumero,
sino generado.

Probamos con un namero mayor, como 4327, del que
ya sabemos por otros medios que es autonumero:
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Hallamos el resto modulo 9 de 4327 (puedes dividir
mentalmente o usar la funcion RESIDUO de Excel) y
resulta ser 7. Pl anteamos 7
ment al ment e, vemos que SC( G
vamos restando de 4327 nameros del tipo 9*k+8 hasta

ver si la suma de las cifras de la diferencia es ese
namero:

K=0: 4327-8=4321, y su suma de cifras no es 8.
K=1:4327-17=4310 y no suman 17

K=2: 4327-26=4301. No suman 26,

K=3: 4327-35=4292. No vale

Acabamos con k=4, porque la suma de cifras ya no
puede ser mayor:

K=4. 4327-44=4283, de suma 17, luego tampoco es
valido.

Hemos comprobado, con la misma técnica de Kaprekar
y distinta presentacion, que 4327 es autonumero. No
puede ser generado.

Para los aficionados a la programacion, esta es la
funcién que podemos usar:

Public Function esauto3(n)
Dimnc,a, r, h, k
Dim es As Boolean

'nimero de cifras
a=1l:nc=0
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While a <=n

a=a*1l0:nc=nc+1

Wend

'moédulo 9

r=nMod9

Fork=0To8:If(r -2*k) Mod9=0Then h =k
k=0:es=True

While k <= nc And es

If sumacifras(n -9 * k - h) = 9*k+h Then es = False
k=k+1

Wend

esauto3 = es
End Function

Hemos construido un esquema de hoja de calculo en el
gue vemos la equivalencia de las tres funciones que
hemos programado. En la imagen tienes un ejemplo:

N ESAUTO(N) ESAUTO2(N) ESAUTO3(N)
1928 FALSO FALSO FALSO
1929 FALSO FALSO FALSO
1930 VERDADERO VERDADERO VERDADERO
1931 FALSO FALSO FALSO
1932 FALSO FALSO FALSO
1933 FALSO FALSO FALSO
1934 FALSO FALSO FALSO
1935 FALSO FALSO FALSO
1936 FALSO FALSO FALSO
1937 FALSO FALSO FALSO
1938 FALSO FALSO FALSO
1939 FALSO FALSO FALSO
1940 FALSO FALSO FALSO
1941 VERDADERO VERDADERO VERDADERO
1942 FALSO FALSO FALSO
1943 FALSO FALSO FALSO
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Sucesiones recurrentes de nimeros generados

Kaprekar estudio también las sucesiones que se forman

si a un numero cualquiera le vamos aplicando la
digitadicion tanto a él como a los resultados sucesivos.

Por ejemplo, si comenzamos con el 12 tendriamos la
sucesi -n 12, 15, 21, 24, 30, ¢
creciente y todos sus elementos, salvo quizas el
primero, son generados. Kaprekar destacdé que si
restamos el dltimo del primero y sumamos las cifras del
ultimo, resulta la suma de cifras de todos ellos. Por
ejemplo, aqui, 30-12+3=21=1+2+1+5+2+1+2+4+3+0

Aunque el autor le dio mucha importancia, basta
recorrer la generacion para darse cuenta de su validez:
12+3+6+3+6=30, luego al restar resultaran las sumas
de cifras menos la del ultimo. Es una obviedad.

NUMEROS DE SMITH DE SEGUNDO ORDEN

Este concepto de fin¥Yimer o de
no parece que se use mucho, porque no figura como tal

en las paginas tipo Wikipedia o Mathworld. Hemos
tomado esta notacion de la pagina

http://oeis.orq/A174460

28


http://oeis.org/A174460

En realidad, en esa sucesion, como veremos mas
adelante, no figuran todos los numeros que
consideraremos aqui.

Los niumeros que si son populares y figuran en muchas
publicaciones son los nameros de Smith de primer
orden (http://oeis.org/A006753). Son aquellos en los
que la suma de las cifras del numero coincide con la
suma del mismo calculo en sus factores primos. Albert
Wilansky los nombré nimeros de Smith por su cufado
Harold Smith que tenia el nimero de teléfono 4937775
y presentaba esta propiedad, es decir

4937775 = 3.5.5.65837

y
A+9+3+7+7+7+5=3+5+5+(6+5+8+3+7)
=42

Puedes encontrar mucho material sobre ellos en la
pagina http://www.shyamsundergupta.com/smith.htm

Los nimeros que proponemos aqui poseen la misma
propiedad pero con cuadrados. Asi, 822=2*3*137, y la
suma de los cuadrados de las cifras de 822 coincide
con la suma de las de sus factores:

8N2+21N2+272 = 72 'y 2"2+3"2+1"2+3"2+7"2=T72.

Puedes encontrar muchos de ellos en la sucesion
http://oeis.org/A174460, aunque en ella se exige la no

coincidencia de digitos, que no consideraremos aqui.
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Busqueda de nimeros de Smith de segundo orden

Podemos usar la factorizacion de un numero y nuestra
funciébn sumacifras(n;2). Hemos creado la funcion
sum2factores, que encuentra los factores primos de un
namero con multiplicidad y va tomando nota de la suma
de sus cifras al cuadrado:

Public Function sum2factores(n)
Dimf, a, e

a=né6Copia el wvalor de n
f=20Recoger8 | os factores pr.i
e=O6Recoger8 |l a suma de | as
While f <=a

Whilea/f=a\fé Ve si es divisor
a=al/f.e=e+sumacifras(f, 2) 6 Si | o es,
cuadrados de las cifras

Wend

ff=2Thenf=3Elsef=f+ 2 0Siguiente
sera primo por la division a=alf

Wend

sum2factores=e 60 Suma ¢t ot al

End Function

Con esta funcion basta buscar los niameros en los que
coinciden las sumas de los cuadrados de las cifras,
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tanto las propias como las de los factores. Sélo
buscaremos entre los nimeros compuestos, como era
de esperar.

Los primeros resultados son

56 61 [2,3][7,1]

58 89 [2,1][23,1]

810 65 [2,1][2.4][5,1]
822 72 [2,1][3,1][137,1]
1075 75 [5,2][43,1]
1111 4 [11,1][101,1]
1255 55 [5,1][251,1]
1519 108 [7.21[31,1]
1752 79 [2,21[3,1][73,1]
2145 46 [3,1][5,1][11,1][13,1]
2227 61 [17,1][131,1]
2260 44 [2,21[5,1][113,1]
2483 93 [12,1][191,1]
2618 105 [2,11[7,1][11,1][17,1]
2620 aa [2,2][5,1][131,1]
3078 122 [2,11[3,4][19,1]
3576 119 [2,3][3,1][143,1]
3653 79 [13,1][281,1]
3962 130 [2,1][7,1][283,1]
4336 70 [2,4][271,1]
4323 93 [7,1][13,1][53,1]
4974 162 [2,1][3,1][823,1]

En la tabla figuran, en la segunda columna, las sumas
de cuadrados de cifras que son coincidentes. Por
ejemplo, en 4823 figura la suma 93 y los factores 7, 13,
53 (los segundos numeros son exponentes), 'V,
efectivamente:

4N2+8"2+2"2+3"2=93 y 7"2+1"2+3"2+5"2+3"2=93

En forma de listado:
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56, 58, 810, 822, 1075, 1111, 1255, 1519, 1752, 2145,
2227, 2260, 2483, 2618, 2620, 3078, 3576, 3653, 3962,
4336, 4823, 4974, 5216, 5242, 5386, 5636, 5719, 5762,
5935, 5998, 6220, 6424, 6622, 6845, 7015, 7251, 7339,
7705, 7756, 8460, 9254, 9303

Estan repartidos en dos sucesiones,

http://oeis.org/A174460

Al174460 Smith numbers of order 2. 7

56, 58, 810, 822, 1075, 1519, 1752, 2145, 2227, 2260,
2483, 2618, 2620, 3078, 3576, 3653, 3962, 4336, 4823,
4974, 5216, 5242, 5386, 5636, 5719, 5762, 5935, 5998,
6220, 6424, 6622, 6845, 7015, 7251, 7339, 7705, 7756,
8460, 9254, 9303, 9355, 10481, 10626, 10659

http://oeis.orq/A176670

1111, 1255, 12955, 17482, 25105, 28174, 51295,
81229, 91365, 100255, 101299, 105295, 107329,
110191, 110317, 117067, 124483, 127417, 129595,
132565, 137281, 145273, 146137, 149782, 163797,
171735, 174082, 174298, 174793

Nosotros unificamos las dos, pues nos parece mas
sencillo y directo.

Podemos acudir también al lenguaje PARI:

sumz2cifras(n)=norml2(digits(n))
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sum2factor(n)=local(f, = s=0); f=factor(n); for(i=1,
matsize(f)[1], s+=sum2cifras(f[i, 1])*f[i,2]); s

for(i=1,10000,if(sum2cifras(i)==sum2factor(i)&&isprime(i
==0,print1(i,", "))

Es una traduccion de nuestro procedimiento. Con este
codigo se repiten los resultados:

56, 58, 818, 822, 1075, 1111, 1255, 1513, 1752, 2145, 2227, 2260, 2483, 2618, 26
20, 3078, 3576, 3693, 3962, 4336, 4823, 4974, 5216, S24Z, 5386, 5636, ST19, ST6E2
. 5935, 5998, 6220, 6424, 6622, 6845, TO1S, 7251, 7339, Tr05, 7756, 8460, 9254,
9303, 9355,

Casos particulares

Dentro de este listado podemos investigar algunos tipos
particulares de numeros, que coinciden con los que
solemos considerar en estos documentos.

Semiprimos

Estos son los primeros nimeros de Smith de segundo
orden que son semiprimos. Para encontrarlos basta
afiadir la condicion de que posean solo dos factores
primos.
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58 89 [2,1][29,1]
1111 4 [11,1][101,1]
1255 55 511251 1]

2227 61 [17.1]1131,1]
2483 93 [13,1][191,1]
3653 79 [13,1][281,1]
5242 49 [2,1]2621,1]
5386 134 [2,1][2693,1]
5935 140 [5,1][1187,1]
5998 251 [2,1][2999,1]
7251 79 [3,1][2417 1]
7339 148 [41,1][179,1]
9355 140 [5,1][1871,1]

En Excel hemos afiadido la condicion essemiprimo y en
PARI con bigomega(n)==2:
for(i=1,100000,if(sumZ2cifras(i)== sum2factor(i)&&ispr
ime(i)==0&&bigomega(i)==2,print1(i,", "))

58, 1111, 1255, 2227, 2483, 3653, 5242, 5386, 5935,
5998, 7251, 7339, 9355, 10481, 12381, 12813, 12955,

14359, 16586, 16658, 16757, 16941, 17349, 17482,
18215, 18273, 18566, 19271, 19641, 21815,23 86 7, &

Cuadrados

Los numeros de Smith de segundo orden que son
cuadrados son mucho menos abundantes. Estos son
los primeros:
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209764
476100
729318
908209
1081600
6230016
9909904
11404129
11799225
12068676
13242321
15007876
23765625
29170801
31933801
39601849
40627876
41563809
42902500
49449024
54434884

186
102
180
230
102
86

340
120
246
226
48

224
188
200
174
288
254
232
130
230
226

2][229,2]
2113,215,2]123,2]
21[7.21161,2]
53]
815,21113,2]
12][3,2][13,2]
ﬂﬁ&lﬂ
211307.2]
2H5ap29m
21[3,4]1193,2]
2][1213,2]
2]113,2][149 2]
21[5,6][13,2]
1,2]1491 2]
651,2]
[29.2][31,2]
[3187.2]
[7,2]1307 2]
[5,4][131,2]
[3,2][293,2]

Por ejemplo, 476100 es el cuadrado de 690, y se

cumple:

AN2+7"N2+672+1"2+0"2+0"2=102

690=2*3*5*23

2M2+372+572+272+3"2+2"2+3"2+5"2+2"2+3"2=102

Tienen la ventaja algoritmica de que en los bucles FOR-
NEXT podemos usar i*i en lugar de i, con lo que los
calculos son mucho mas rapidos.
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En PARI

for(i=1,30000,n=i*i;a=norml2(digits(n));
s=0;f=factor(n); for(k=1, matsize(f)[1],
s+=sum2cifras(f[k, 1])*f[k,2]);if(a==s,print1(n,", ")))

209764, 476100, 729316, 908209, 1081600, 6230016,
9909904, 11404129, 11799225, 12068676, 13242321,
15007876, 23765625, 29170801, 31933801, 39601849,
40627876, 41563809, 42902500, 49449024, 54434884,
61121124, 78216336, 78801129, 103795344,
110838784, 116380944, 128595600, 132917841,
134026929, 137569441, 151363809, 158206084,
161976529, 163175076,

Triangulares

Para encontrar los triangulares, basta organizar un
bucle con i*(i+1)/2. Resultan los siguientes:
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3 9 3.1]
2145 46 3,115, 11111,11113,1]
163306 91 2 1111,1113,1]571,1]
191271 137 11[103,11619,1]
248160 121 2 53,1115, 1111,1][47 1]
561270 115 2,113,115, 11153, 11[353,1]
501328 184 2 5|[17,1][1087,1]
860016 137 2 4113,11119,1][23,1][41,1]
1017451 93 23,11[31,1][1427 1]

215,117, 11123,1][179,1]
3]61,11[823,1]

3
3

1355481 141 3

3,.2]111,2][2179,1]

5

5

5

2372931 157
2713285 156
3386503 152

117,1]137,111233,1]

[
[
[
[
[
[
[
[
[
1296855 236 3,
[3,
[
[5,
[19,1][137,1][1301,1]
[
[
[
[
[
[

3517878 261 2 3,107,113, 11117, 1][379,1]
3755170 158 2,17[5,11[137,1712741,1]
3899028 303 2 213,11[7,21[19,1][349,1]
3932610 140 23,105, 10011 117 17701 1]
4074085 170 AN574, 111427 1]

4247155 136 1,031 1047, 1153,1]
4683330 (143 [2,13,25,1]17,1][3061,1]
Con PARI:

sumZ2cifras(n)=norml2(digits(n))

sum2factor(n)=local(f, s=0); f=factor(n); for(i=1
matsize(f)[1], st=sum2cifras(f[i, 1])*f[i,2]); s

for(i=1,10000,n=i*(i+1)/2;if(sum2cifras(n)==sum2fact
or(n),printl(n,", "))

3, 2145, 163306, 191271, 248160, 561270, 591328,
860016, 1017451, 1296855, 1355481, 2372931,
2713285, 3386503, 3517878, 3755170, 3899028,
3932610, 4074085, 4247155, 4683330, 4717056,
4750903, 5076891, 5546115, 5680135, 6917340,

6928503, 7172578, 7571886,
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Cubos

Por ultimo, como ejemplo de busquedas que se pueden
emprender, los primeros cubos que son numeros de
Smith de segundo orden. Dejamos como ejercicio su
obtencion.

1601613 84 [3.,6]013,3]
76225024 138 [2,9]53,3]
1302170688 228 [2 6113,31[7,3][13,3]
1556862679 357 [19,3]161,3]
1745337664 246 [2,6][7,31[43,3]
Con PARI:

1601613, 76225024, 1302170688, 1556862679,

1745337664, 4427101288, 14331199589,
36198994112, 47124116928, 48149090072,
56006043976, 57289251375, 64481201000,
66037242088, 12772859375, 96955616584,

149467669443, 197849544283, 262266899201,
262389836808, 386464682304, 484661551375,
574270627328, 761048497000, 795052191744,
841499753121, ¢

Aqui dejamos los casos. Puedes seguir investigando en
esta direccion.
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NUMEROS DE SAINT-EXUPERY

Reciben este nombre en la pagina OEIS (http://oeis.orq)
aguellos numeros que coinciden con el producto de los
tres lados de una terna pitagodrica. El primero, como era
de esperar, es 60, que es el producto de 3, 4 y 5,
elementos de la terna mas sencilla que conocemos. El
segundo, 480, es el producto de sus dobles, 6*8*10.
Siguen infinitos de este tipo (porque también es infinito
el nimero de ternas), y nuestro objetivo en este
apartado es analizar métodos para encontrarlos.

La idea sencilla es ir construyendo ternas y despueés
tomar nota del producto de sus lados. El inconveniente
reside en que asi no podemos averiguar si un namero
cualquiera es de este tipo 0 no. Si nos preguntan si lo
es 238772, no vamos a formar todas las ternas hasta
llegar a él. Por eso, como en otras ocasiones,
recurriremos a una funcidn que nos responda a esa
pregunta.

Algoritmo con fuerza bruta

Esta es la aproximacion a un problema con la solemos
comenzar en este blog. Fingimos no saber nada de la
cuestion y emprendemos una busqueda sin apoyarnos
en ninguna propiedad. Usaremos la siguiente funcion:
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Public Function Saint_Exupery(n)
Dima, b,c,p,r
Dim s$

a=3:b=4c=5p=60 b6l niciamos V.
terna (3, 4, 5)

s="0Recoger8 soluciones
r=Sgrn) 6 Tope de b¥squedas
Whilea<=rAnds ="

b=a+106Segundo cateto
p=a*b*c6Posi ble n¥mero de Sai
While b<=rAnd s =""

c=n/ a Tdrcerlzateto
far2+b"2=c”2Thens = Str$(a) + Str(b) +
Str$(c) 6Es terna pitag-rica y s
b=b+1

Wend

a=-a+1

Wend

Saint_Exupery =s

End Function

Con esta funcion podemos responder a la pregunta de
si 238772 es del tipo buscado, y la respuesta es que no,
porque devuelve una cadena vacia. Mas adelante
veremos una razon mas sencilla, y es que no es
multiplo de 60.
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También con ella podemos encontrar los primeros
nameros de Saint_Exupery:

En la tabla siguiente, cada nimero viene acompafado
de la terna de la que es producto:

NOmero Terna

60 3458
480 6810
780 81213
1620 91215
2040 g1a17
3840 1216 20
4200 72425
6240 10 24 26
7500 1520 25
12180 202129
12960 16 24 30
14760 9 40 41
15540 12 35 37
16320 16 30 34

Indirectamente, esta es una forma de ordenar ternas
por el producto de sus lados.

No es este un algoritmo rapido. Para llegar a estos
resultados se han necesitado 1m y 20s. Pronto veremos
una simplificacion.

Estos numeros ya estan publicados en OEIS, de donde
hemos obtenido su definicion:

A057096 Saint-Exupéry numbers: ordered products of
the three sides of Pythagorean triangles.

60, 480, 780, 1620, 2040, 3840, 4200, 6240, 7500,
12180, 12960, 14760, 15540, 16320, 20580, 21060,
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30720, 33600, 40260, 43740, 49920, 55080, 60000,
65520, 66780, 79860, 92820, 97440, 97500, 103680,
113400, 118080, 120120, 124320, 130560, 131820,
164640

(http://oeis.org/A057096)

Segundo algoritmo

En el algoritmo de fuerza bruta hemos obviado el hecho
de que los lados de la terna han de ser divisores del
namero de Saint-Exupéry buscado. Si tenemos esto en
cuenta, la busqueda se simplifica bastante. Podemos
intentar esta variante:

Public Function Saint2(n)
Dim a, b, c
Dim s$

a=>5

g=m

Whilea<=n/2Ands=""

fn/a=n\aThen OEXigimos que e
divisor de n

b=ail O0Buscamos d&ikor, masgaqguegont e
que a

Whileb>1Ands=""

Ifn/b=n \bThen

c=n/a/lb6EIl tercer divisor se

42


http://oeis.org/A057096

far2=b"2+c”2Thens = Str$(a) + Str(b) +
Str$(c)

End If

b=b-1

Wend

End If

a=za+1

Wend

Saint2 =s

End Functi on

Esta versién constituye una mejora en rapidez, porque
tarda 54 segundos en reproducir la misma tabla de
arriba.

Tercera version

A proposito, para que se vea la utilidad de un apoyo
tedrico, hemos ignorado una propiedad muy popular de
las ternas, y es que en cualquiera de ellas hay un
multiplo de 3, uno de 4 y uno de 5, que pueden coincidir
0 NO en un mismo término. Por tanto, el producto de los
tres lados sera multiplo de 60. Esto facilita mucho las
cosas, porgue se puede insertar un condicional del tipo
n/60=n\60 o n MOD 60=0, con lo que solo se analizaran
los multiplos de 60.
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Con esta mejora, nuestro equipo, con bastantes afos
sobre él, solo tarda 13 segundos.

Ahora ha llegado el momento de traducir este algoritmo
al lenguaje PARI:

saint(n)={my(a=5,b,c,m=0);if(n%60==0,while(a<=n/2&&
m==0,if(n%a==0,b=a-
1;while(b>=1&&m==0,if(n%b==0,c=n/a/b;if(c<a&&a"2==
b"2+c”2,m=1));b-=1));a+=1));m}

for(i=60,60000,if(saint(i),print1(i,", "))

No se gana mucha rapidez con él, porque PARI no es
muy eficiente cuando se manejan bucles anidados. La
ventaja que presenta es que llega facilmente a numeros
grandes. El listado siguiente llega hasta 60000:

60, 480, 780, 1620, 2040, 3840, 4200, 6240, 7500,
12180, 12960, 14760, 15540, 16320, 20580, 21060,
30720, 33600, 40260, 43740,

Dos cuestiones

En las busquedas que hemos emprendido no hemos
encontrado un nimero que sea producto de lados de
dos ternas distintas. Parece ser que su existencia es
una cuestion abierta.

Nuestras funciones pueden resolver el Illamado
AProbl ema de Napole-no, pl ar
Exupéry. No vamos a desarrollar aqui ese problema.

Puedes consultar
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https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Parallelepipede Plane.pd
f

En ese texto se llega a la solucién 756, 825 y 1119. Si
aplicamos nuestra funcion saint2 al nimero 697920300
(ver texto recomendado), nos devuelve al momento esa
solucion:

NOmero 697920300
Terna 1119 825 756

(Ver también

https://www.antoinedesaintexupery.com/personne/le-
probleme-du-pharaon/)

LOS NUMEROS DE PELL (1)

Se llaman asi a los denominadores del desarrollo en
fracciones continuas de la raiz cuadrada de 2. Como
este algoritmo no suele ser muy conocido, remitimos a
nuestras entradas referidas a él. Como fueron varias, es
preferible que consultes el resumen Numeros y hoja de
calculo Il e n s u cap?2tulo ALas 0
continuaso. Lo puedes descar

http://www.hojamat.es/publicaciones/hojanum?2.pdf

En esa publicacion podras repasar lo mas importante
de estas fracciones, que sirven para aproximar tanto los
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nameros racionales como los irracionales. En este
altimo caso, si son cuadraticos, los coeficientes de
dichas fracciones son periddicos, detalle muy
importante, porque nos permite realizar iteraciones.
Vemos todo esto a continuacion:

Raiz de 2 en forma de fraccion continua

Copiamos a continuacion la introduccién al capitulo que
hemos enlazado:

Llamamos fraccion continua a la expresada de esta
forma:

a+
b+71
c+—

d...

donde a es entero y b, cé son enteros
llamados cocientes . Toda fraccion ordinaria se puede
expresar de esta forma, y todo nimero irracional admite
aproximaciones mediante desarrollos de este tipo. Las
fracciones continuas se usan cuando se desea manejar
un representacion de los numeros reales independiente
del sistema de numeracion (salvo en la expresion de los
cocientes).

Como hemos indicado mas arriba, en el caso de
irracionales cuadraticos los cocientes son periédicos. Lo
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intentamos ver con la raiz cuadrada de 2 y una
calculadora:

1,4142135623731 = 1+0,4142135623731 =
1+1/2,414213562 = 1+1/(2+0,414213562) =
1+1(2+1/2,414213562) = 1+1(2

Aunque de forma aproximada, ya vemos la
periodicidad. De hecho, la fraccién continua de la raiz
cuadrada de 2 es

e p

Si se interrumpe el desarrollo, que es infinito y periédico
y se calcula el valor de lo truncado obtendremos las
llamadas reducidas. No vamos a reproducir aqui la
teoria, porque nuestro interés estda en los
denominadores de esas reducidas. Desde hace mucho
tiempo se sabe que tanto los cocientes como las
reducidas se calculan a partir del algoritmo de Euclides
para obtener el M.C.D. Dejamos por ahora el
fundamento de todo esto, porque lo que nos va a
interesar es la obtencién de los nameros de Pell por
recursion.
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Podemos usar nuestra hoja de calculo fraccont.xlsm
para reproducirlo todo (descargable desde
http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramie
ntas/herrarit.ntm#fraccont)

Reproducimos el resultado que da para la raiz cuadrada
de 2:

[ AN g iéncontinua: 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
R
1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378

[ e———
1.00000 1.50000 1.40000 1.41667 1.41379 1.41429 141420 141422 141421 141421

0,000

En la parte izquierda hemos escrito los decimales de la
raiz cuadrada de 2, (=RAIZ(2)). La linea de arriba
contiene los cocientes de la fraccion continua, que,
como vemos, es periddica salvo el primero. Debajo
estan escritas las reducidas, que son fracciones que se
aproximan al valor de la raiz de 2, segun puedes
observar en la fila verde de abajo.

De toda esta teoria nos interesan los valores de los
denominadores (lo demas lo puedes ignorar): 1, 2, 5,
12, 29, 70, 169, 408, 985
| | amados ANYmeros de Pell 0.

Se puede demostrar que la generacidon de estos
nameros se obtiene por recursion mediante un antiguo

al goritmo || amhaadont o il Gemp u
P.=1, P,=2, P3=2*P,+P,=2*2+1=5,

P,=2*P;+P,=2* 5 +2=12, é
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Pn=2*Pn-l+Pn-2
Aqui comienza verdaderamente el tema:

Llamaremos numeros de Pell a aquellos numeros
enteros obtenidos mediante esta definicibn por
recursion:

Pl = 1, I:)2 = 21 I:)n = 2*Pn-l + I:)n-z

Los primeros son: 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985,
2378, 5741, 13860, 33461, 80782, 195025, 470832,
1136689, 2744210, 6625109, 15994428, 38613965,
03222358, 225058681, 543339720, 1311738121,
3166815962, 7645370045, ¢

Estan publicados en http://oeis.org/A000129

Los puedes reproducir mediante la recursion, pero
podemos usar otra herramienta que ofrece Hojamat.es
sobre las sucesiones recurrentes.

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramie
ntas/herrarit.htm#recurre2

En | a hoja ASegundo ordenc
de esta recursion: 1y 2 como elementos iniciales de los
nameros de Pell asi como 2 y 1 como coeficientes de la
féormula de recursion. Quedaria asi:
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Coeficientes

A ;

Valores iniciales

I
o [ 1 a [ 2

Si le das al boton Ver sucesion obtendras los primeros
nameros de Pell:

Sucesidn 1
2

5

12

20

Fii]

169

408

985

2378
5741
12860
33461
80782
195025
470832
1126689
2744210
6625109
15994428

Si bajas a celdas inferiores podras encontrar la
ecuacion caracteristica, que es la formula que devuelve
los nimeros de Pell sin necesidad de recursion. La hoja
nos devuelve esta ecuacion:

X(n)= .85355%( 2.41421)"n+ .14645*(-.41421)"n)

Esta escrita con decimales, pero puedes comprobar
facilmente que coincide con la que te dara cualquier
publicacion:
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Ca

Ve
Si le das un valor entero positivo a n, con la formula se
obtendra P,. A partir de ella se deduce que el cociente

entre dos nimeros de Pell consecutivos se acerca al
valor del nimero de plata:

ciptgp8u gl

La razdn es que al crecer n el segundo sumando tiende
a 0. Lo comprobamos con nuestra herramienta
recurre2.xlsm:

P(n) P(n+1)/P(n)

2

5
1z
29
70
169
408

985
2378
5741

13860
33461
80782
155025
470832

2

2,5

2,4
2,416666667
2,413793103
2,414285714
2,414201183

2,414215686
2,414213158
2,414213625
2,414213552
2,414213564
2,414213562
2,414213562
2,414213562

La recurrencia también es util para investigar si un

namero cualquiera es de Pell o no. Como el proceso es
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bastante rapido, bastara usar esa recurrencia desde
P(1)=1 y P(2)=2 hasta llegar al numero dado. Si el
proceso pasa por él, sera de Pell y, si lo sobrepasa, no
lo sera. Lo hemos plasmado en esta funcion:

Public Function espell(n)
Dima, b, c
Dim es As Boolean

If n=10rn=2Then espell = True: Exit Function  0Si

es 1 o 2, hemos terminado

a=2:b=5:es=False 61 ni ci amos en P(3
(lo normal es que no sea tipo Pell)

While b <=n

Ifb=nThenes=True 0 Si pasa por el N
tipo Pell

c=a+2*b:a=b:b=c 6Recurrenci a

Wend 6 Si  pasalalrnémero, no es de Pell

espell = es

End Function

Puedes probarla con nimeros que sabes que son del
tipo Pell y otros que no lo sean, para ver su
funcionamiento.

Si conoces el lenguaje PARI, puedes usar esta otra,
que es idéntica, pero de estructura mas compacta:
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espell(n)={my(a=2,b=5,c,m=0);while(b<=n,if(b==n,m=1);
c=a+2*b;a=b;b=c);m||n==1||n==2}

Son soluciones de ecuaciones de Pell

Lo que sigue es solo una ventana a otro tema. Si no te
interesan las ecuaciones de Pell, ignéralo. Si ya tienes
una idea, esto te servira para repasar o avanzar.

Los valores P,, son soluciones de la ecuacion de Pell
x2-2y*=1

Hemos usado nuestra hoja

http://www.hojamat.es/sindecimales/aritmetica/herramie
ntas/herrarit.htm#pell

En ella hemos a D el valor 2 y hemos pedido soluciones
para que el segundo miembro valga 1:

X Y

3 2

17 12

99 70

577 408
3363 2378
19601 13860
114243 80782
6565857 470832

RN RRTA PR U RO O U P Y

Observamos que las soluciones para Y son los
nameros de Pell de indice par.

Los valores P,,.1 son soluciones de la ecuacion de Pell
x2-2y?=-1
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X Y

1 1
3 2

7 5
17 12
41 29
99 70
239 169
577 408

' ' ' 1
R R T RO O O T P §

En efecto, para el -1 resultan los numeros de Pell de
2ndice i mpar 5, 29, 169, ¢

Aqui lo dejamos, ya que era una idea para profundizar.

Los numeros de Pell y las ternas pitagoéricas

Los numeros de Pell nos sirven para descubrir catetos
de una terna pitagorica primitiva que se diferencien en
una unidad. Para ello recordemos que las ternas se
formaban mediante estas tres expresiones: (2mn, m?-
n?, m?+n?), con m y n coprimos y de distinta paridad. Si
los dos catetos se diferencian en una unidad se
cumplird que m?n?=2mn+1. Hemos escrito 1, pero
también resultan casos con el -1

Convertimos m*-n*=2mn+1 en (m-n)*>-2n°=1 (0 a -1)

Por tanto, m-n y n seran soluciones de la ecuacion de
Pell contenidas en las tablas de arriba.

Tomemos, por ejemplo, las soluciones 99 y 70.
Calculamos:
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m-n=99, n=70, m=169, m*n’*= 23661 y
2mn=2*169*70=23660, y son consecutivos.

Vemos otro: m-n=17, n=12, m=29 y m?n*=697 vy
2mn=696.

Los valores de m y n resultan ser numeros de Pell
consecutivos.

¢, Pueden ser de otro tipo los niumeros de Pell?

Si combinamos nuestra funcion ESPELL vista mas
arriba con otras del mismo tipo como ESCUAD,
ESPRIMO, ESOBLONGO o ESTRIANGULAR,
podemos saber si un numero de Pell puede pertenecer
a otro tipo. Aqui tienes algunos resultados:

Primos

Si existen numeros de Pell que son primos. Los
primeros son 2, 5, 29, 5741
primos también. Puedes profundizar en estas paginas:

https://mathworld.wolfram.com/PellNumber.html

http://oeis.org/A086383

Cuadrados

Solo son de Pell y cuadrados estos dos: el 1y el 169
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Triangulares

Ocurre algo similar, que el 1 es el unico niumero de Pell
triangular

Oblongos
Hemos encontrado 2 y 12 y no parece haber mas.
Semiprimos

Hemos encontrado 169=13*13, 985=5*197,
1136689=137*8297, 6625109

Con esto tienes una idea béasica de lo que son los
nameros de Pell y algunas de sus propiedades.

NUMEROS DE HOGBEN

La eleccidon de temas que efectio para este blog tiene a
veces caracter azaroso. Dentro de mis publicaciones en
Twitter (@connumeros) descubri que el nimero 1723
equivale a la suma de dos numeros triangulares de
ordenes 40 y 42 respectivamente. Me gusto la idea y
emprendi un estudio algebraico del tema:

Sean los ordenes k y k+2, con N como suma de dos
triangulares. Tendremos:

k(k+1)/2+(k+2)(k+3)/2=N
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k(k+1)+(k+2)(k+3)=2N
K?+k+k*+5k=2N-6
2k*+6k=2N-6
4k*+12k=4N-12
(2k+3)?=4N-3

Esta identidad me llevo a buscar los numeros N en los
que 4N-3 es un cuadrado, para después,
posteriormente despejar el valor de k.

Emprendi la basqueda y obtuve este listado:

[N [k |
3 0
7 1
13 2
21 3
31 4
43 5
57 6
73 7
91 8
111 9
133 10
157 11
183 12
211 13
241 14

Cuando obtengo un resultado asi (podia haber
comenzado con los valores de k), suelo buscarlo en la
pagina OEIS (http://oeis.org/) y asi fue como llegue a
los numeros de Hogben (http://oeis.org/A002061), que
no habia tratado en este blog. Decidi cambiar mis
planteamientos iniciales para dedicarme a estudiar esos
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nameros con mis herramientas usuales. Como dan
lugar a muchas curiosidades, y estan todas muy bien
desarrolladas en distintas paginas, iré enlazandolas
cuando crea que no puedo aportar nada nuevo.

Numeros de Hogben

Podemos definirlos como aquellos que son suma de
dos namero triangulares cuyos ordenes se diferencian
en dos unidades, pero también vemos en la tabla que
H(k)=k?-k+1, como por ejemplo H(5)=25-5+1=21, y
H(7)=49-7+1=43.

Si despejo N en una igualdad anterior, me queda:
(2k+3)?=4N-3; 4AN=4k?+12k+9+3; N=k?*+3k+3
Puedo expresar N en funcion de k+2:
N=k?+3k+3=(k+2)*-(k+2)+1

Para que coincida esta expresion con la generacion de
la tabla basta elegir k como el indice mayor de los dos
triangulares que se suman, es decir, k+2, y asi se
establece la coincidencia de métodos.

N= k*-k+1
Esta es la definicion que se usa en

http://oeis.orqg/A002061.
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Hay que recordar que en OEIS se prefiere iniciar las
sucesiones con indice 0:

A002061

-n+ 1.

1,1,3,7,13, 21, 31, 43, 57, 73, 91, 111, 133, 157, 183,
211, 241, 273, 307, 343, 381, 421, 463, 507, 553, 601,
651, 703, 757, 813, 871, 931, 993, 1057, 1123, 1191,
1261, 1333, 1407, 1483, 1561, 1641, 1723, 1807, 1893,

Central polygonal numbers: a(n) = n"2

1981, 2071, 2163, 2257, 2353, 2451, 2551, 2653

Est os

Si situamos los numeros naturales en espiral, los de
Hogben ocupan los extremos de la diagonal principal,
tal como podemos observar en la tabla creada con hoja

de calculo:

La razon estriba en que la diferencia entre dos nimeros
de Hogben consecutivos es

73
72
71
70
69
68
67
66
65

74
43
42
41
40
39
38
37
64

75

21
20
19
18
17
36
63

76
45
22

16
35
62

nY¥.mer os,
son los niumeros de Hogben.

77
46
23

15
34
61

78
47
24

14
33
60

79
48
25
10
11
12
13
32
59

80
49
26
27
28
29
30
31
58

81
50
51
52
53
54
55
56
57

82
83
84
85
86
87
88
89
90
o1

rotul ados

H(n+1)-H(n)=(n+1)*-n-1+1-n*+n-1=2n
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Vimos mas arriba que H(5)=21, luego su diferencia con
el siguiente sera 2*5=10, y en la espiral vemos que se
necesitan diez pasos para ir de 21 a 31. Como el
namero de pasos va creciendo de 2 en 2 y el
incremento  H(n+1)-H(n) también, se dar4d esa
coincidencia en todos los casos.

La anterior férmula se puede interpretar como una
recursion:

H(n+1)=H(n)+2n

Por ejemplo, 13 es el numero de Hogben de indice 4,
luego el siguiente sera 13+2*4=21, como era de
esperatr.

Con nuestra herramienta para prolongar recurrencias
podemos buscar una de tipo homogéneo, y, en efecto,
es muy simple:

H(n+3)=3*H(n+2)-3*H(n+1)+H(n)

(http://www.hojamat.es/blog/ecurrecurre.xlsm)

Es asi por ser un polinomio de segundo grado, y con
ellos funciona esta recurrencia siempre. Lo puedes
comprobar con esta captura de pantalla de la
calculadora Wiris (https://calcme.com/a)
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3alx + 22+ b(x+2)+ ) —3alx + 12+ bx+ DN+ c)+ai+bx+ec =
a-x’+6-a'x+9-a+tb'x+3-b+c
alx+3°%+b(x+3)+c = a-x*+6-ax+9-a+h-x+3-b+c

Se ha desarrollado la suma de la recurrencia y el
resultado esperado, obteniendo el mismo resultado.

Dados tres términos consecutivos, como 31, 43, 57, se
cumple que el siguiente, 73, se puede encontrar de la
forma 3*57-3*43+31, y asi es, porque el resultado es
73.

En la entrada de blog

http://voodooguru23.blogspot.com/2018/11/hogben-
numbers.html

puedes consultar algunas propiedades interesantes de
estos numeros. Estan bien desarrolladas y seria inatil
repetirlas aqui.

Una interpretacion sencilla de estos nimeros es que n*-
n+1 equivale a n(n-1)+1, es decir, a un numero oblongo
(y por tanto rectangular) al que le afiadimos una unidad.
Lo hemos representado asi:

e B B
1 3 7 13 21
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En la siguiente pagina se intenta explicar por qué
Sl oane y Plouffe ||l amaron
central esontesdecturant er es a

http://mrob.com/pub/seq/a002061.html

Cuatro propiedades aritméticas

(1) Segun afirma Amarnath Murthy en la pagina de
OEIS enlazada, el numero de Hogben H(n) se puede
interpretar como el término n de una progresion de
diferencia n que comienza en 1. En efecto:

N=1: D=1: H(n)=1
N=2,D=2:1,3
N=3,D=3:1,4,7
N=4,D=4:1,5, 9, 13

Vemos que todas las progresiones asi construidas
finalizan en un niumero de Hogben.

Esto es ningun misterio. Segun la teoria de las
progresiones tendremos:

H(n)=H(1)+D*(n-1)=1+n(n-1)=n*-n+1, que es la férmula
de estos numeros.
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(2) Los numeros de Hogben son los residuos de n®
respecto a n*+1

Con la funcibn RESIDUO de Excel y Calc es fécil
comprobarlo:

N RESIDUO(N N’+1)
1 1
8 3
27 7
B84 13
125 21
216 31
343 43

512 57
729 73

W ~d®Oo;mkWwN a2

Algebraicamente también es facil, porque n*=(n-
1)*(n®+1)+n%n+1 con lo que el residuo es

n?-n+1=H(n)

(3) Los numeros de Hogben H(n) se representan como
111 en la base (n-1)

Por ejemplo, 7(10 =111(2, 13(10=111(3, 21(10=111(4

La razén es que H(n+1)=(n+1)*-(n+1)+1 por definicion, y
simplificando queda n2+n+1, lo que significa 111(n.

(4) Si recordamos el cociente entre una suma de
potencias y la suma de sus bases, obtendremos un
sencillo resultado:
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Asi que basta dividir el cubo de n®+1 entre n+1 para
obtener H(n):

H(4)=(64+1)/(4+1)=13
H(7)=(343+1)/(7+1)=344/8=43

NUMEROS AUTOMORFICOS

Los numeros de la primera columna de la siguiente
tabla son automorficos. Si los estudias adivinaras
pronto qué propiedad tienen para recibir este nombre.

1 1

5 25

6 36
25 625
76 5776

376 141376

625 390625

9376 87909376
90625 | 8212890625
109376 | 11963109376

Efectivamente, interviene su cuadrado en la propiedad
que esta patente en la tabla.
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¢,Como podriamos encontrarlos con una hoja de
calculo? Para construir la tabla que se incluye se han
usado macros, pero se puede prescindir de ellas.
Puedes crear una tabla de numeros consecutivos y
después aplicarles una condicion. ¢ Cuél?

Esta tabla es complementaria de la anterior. ¢Qué
relacion tiene con ella?

1 0 0

5 4 20

6 5 30
25 24 600
76 75 5700

376 375 141000

625 624 390000

9376 9375 87900000
90625 |90624 | 8212800000
109376 | 109375 | 11963000000

En ella tienes contenido el procedimiento de busqueda.

Notas

Después de publicar lo anterior, se recabd mas
informacion sobre este tipo de numeros, mucha de ella
interesante, que se afade en forma de notas. En la
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seccion de Soluciones se completan algunos
razonamientos.

(1) Salvo los casos triviales de 0 y 1, todos los niUmeros
automorficos terminan en 6 6 5.

Basta ver que si a es automorfico, a’ia = (a-1)a es
multiplo de 10, y que esto se reduce a cuatro casos.
Dos de ellos son triviales, el O y el 1, y los otros
terminan en 5 0 en 6.

(2) Si un numero es automorfico, no solo coincide en
sus cifras con las ultimas de su cuadrado, sino también
con las del cubo y todas las deméas potencias. Por
ejemplo, las potencias de 76 terminan todas en 76

76

5776

438976
33362176
2535525376
192699928576
14645194571776

(3) Si a un numero automoérfico de varias cifras se le
suprime la primera, sigue siendo automoérfico.

Esto nos lleva a que un automorfico cualquiera, como
109376, contiene en si todos los automorficos que
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comparten la udltima cifra con él: 6, 76, 376, 9376 y
109376.

(4) En cada nivel de cifras so6lo pueden existir dos
nameros automorficos, uno terminado en 5y otro en 6.

En efecto, de una cifra existen dos, 5y 6, de dos cifras
otros dos, 25y 76, y se puede demostrar que si a cada
uno de ellos se le afiade una determinada cifra, se
convierten en automorficos de una cifra mas (ver
Soluciones).

Si se suma los dos automorficos del mismo nimero de
cifras, resulta siempre un nimero de la forma 10%+1:

5+6=11
25+76=101
625+376=1001

(5) Si m es automorfico de k cifras, entonces 3m? i 2m?
(mod 10%) también es automoérfico. Esta propiedad
permite generar otro automorfico con doble de cifras.

Asi, a partir del automoérfico 109376 se genera

3*109376°- 2*109376° (mod 10%?) = -
2616918212890624 (mod 10'%) = 7383081787109376
(mod 10%%) = 081787109376

No se incluye demostracion a causa de su longitud.
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NUMEROS PANDIGITALES

Se llaman pandigitales a los nUmeros que presentan en
su representacion todas las cifras posibles en una base
de numeracion. Aqui nos restringiremos a base 10y a
aquellos numeros que contienen todas las cifras del 0 al
9 (completos), pero sin repeticion. Es el concepto mas
simple y atil respecto a otras variantes.

Es claro que el pandigital mas pequefio de este tipo
serd 1023456789, y el mayor 9876543210. Como no
consideramos repeticiones de cifras, su numero sera
10!=3628800 si admitimos el cero inicial, y 10!-9!=
3265920 si no lo admitimos.

Ningln namero pandigital de este tipo puede ser un
namero primo, porque cumple el criterio de divisibilidad
entre 9y 3, al sumar sus cifras 45

Reconocimiento de pandigitales

No es facil reconocer mediante un algoritmo si un
namero (del que no conocemos en principio su
expresion decimal) es pandigital o no. Es evidente que
normalmente conocemos sus cifras, pero en una
badsqueda no. Por ejemplo, si buscamos un pandigital
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gue sea triangular, no conocemos sus cifras hasta que
lo encontremos.

Aqui, como es costumbre, estudiaremos dos versiones,
una para hoja de célculo y otra para PARI.

Proceso en PARI
La segunda es muy facil de entender:
pandigi(n)= #vecsort(digits(m), , 8)==10

Literalmente nos dice, que si ordenamos el vector
formado por las cifras (vecsort(digits), eliminamos
repetidos (parametro 8), y luego las contamos (signo #),
ha de resultar un nimero igual a 10, que seria el
namero de cifras sin repeticion.

Un ejemplo de uso de esta funcion es el de encontrar el
primer pandigital cuadrado. Tomamos la menor base
cuyo cuadrado tiene diez cifras, que es 31623, y vamos
avanzando cuadrados hasta encontrar un pandigital.
Seria asi:

pandigi(m)=#vecsort(digits(m), , 8)==10

m=31623;g=m"2;while(pandigi(q)==0,m+=1;qg=m"2);
print(m)
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En primer lugar define la funcion pandigi, para
reconocer pandigitales, y después avanza los
cuadrados en un bucle while hasta encontrar un valor
de pandigi que no sea cero.

El resultado es 1026753849=32043"2

El resto de los pandigitales cuadrados los puedes
consultar en http://oeis.org/A036745

Proceso en hojas de calculo

En este caso perdemos la potencia del lenguaje PARI,
pero podemos imitar nuestro reconocimiento de un
pandigital:

Nosotros iriamos recorriendo las cifras del nimero, y Si
falta una, lo rechazariamos, y si existe una repeticion,
también. Después contariamos que estuvieran las diez
cifras.

Pues algo asi realizaremos con VBasic. Para ello
prepararemos diez memorias que alojen las frecuencias
de las cifras. Cada vez que aparezca una
incrementamos la memoria correspondiente. Podemos
organizar todo con esta funcion:

Public Function pandigital(a) As Boolean
Dim ci (10)

Dim i

Dim t As Boolean
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t = True

For i =0 To 9:ci() =0: Nexti 6Prepar amos
memorias

If  numcifras(a)<>10 then pandigital=false:exit
function

Fori=1To 10
ci(cifra(a, i)) = ci(cifra(a,)) +1 6 Anot amos <cad
0Si | a fr ec ugualseachaza el mMimgro

If ci(cifra(a, 1)) > 1 Then pandigital = False: Exit
Function

Next i

s=0

Fori=0To9

Ifcii)=0Thent=False 6 Si queda una me
se rechaza

Next i

pandigital=t 6 Devuel ve verdadero o
End Function

Con esta funcion es facil obtener un listado de los
primeros pandigitales:
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1023456789
1023456798
1023456879
1023456897
1023456978
1023456987
1023457689
1023457698
1023457869
1023457896
1023457968
1023457986
1023458679
1023458697
1023458769
1023458796
1023458967
1023458976
1023459678
1023459687
1023459768
1023459786

Podemos usar esta funcion para encontrar, por ejemplo,
el primer namero pandigital triangular. Partimos de
1000006281, primer triangular de 10 cifras, de orden
44721, y vamos recorriendo triangulares hasta

encontrar un pandigital. Todo se basa en la férmula de
los triangulares, N(N+1)/2.

Function panditrian(n)

Dim m

m=n

Do Until pandigital(m * (m + 1) / 2)
m=m+1

Loop

panditian=m*(m + 1)/ 2
End Function
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Con esta funcidbn encontramos el primer pandigital
triangular, 1062489753, de orden 46097. Esta publicado
en http://oeis.org/A241812, pero es interesante volverlo
a encontrar con nuestros propios medios.

De esta forma podemos encontrar cubos, oblongos y
otros que sean pandigitales sin repeticion.

Por ejemplo, el menor oblongo de diez cifras es
1000045752=31623*31624. Con un pequefio cambio en
la funcion de arriba obtenemos

1492083756=38627*38628 como el menor oblongo
pandigital. No esta publicado.

En el caso de los cubos, no hemos encontrado ningun
ejemplo.

Los tipos que hemos buscado tienen forma polinémica,
lo que ha acelerado el proceso. En otros casos la
blsqueda seria mucho mas lenta.

Existen muchos casos en los que un pandigital es
multiplo de otro, pero su busqueda es lenta y no la
abordaremos. Si es sencillo buscar un mudltiplo
pandigital de cualquier otro niumero menor. En casi
todos los casos se encuentra con éxito, e incluso circula
por ahi la conjetura de que todos los nimeros poseen
un mdaltiplo pandigital, pero no es cierta, ya que los
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nameros terminados en 00 no lo tienen, y también
muchos multiplos de 25.

Con este cédigo PARI encuentras facilmente un
multiplo pandigital de otro cualquiera menor que 10"9:

multipan(n)={my(e=0,i=1, m=n);while(m<=10"10&&e=
=0,m=n*i;if(#vecsort(digits(m), ,
8)==10,e=m);i+=1);e}

print(multipan(23322))

En el ejemplo se busca el multiplo de 23322, y resulta
ser 1053967824=45192*23322

Si cambias 23322 por otro numero, obtendras su
multiplo pandigital. Si no existe, te devolvera un cero.
Prueba con un nimero terminado en dos ceros.
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EN DIVISIBILIDAD

LOS INTERPRIMOS

Se |l aman Ainterprimoso a
son media de dos primos consecutivos. El conjunto de
estos numeros es amplisimo, y se puede descomponer
en diversos subconjuntos interesantes, la mayoria ya
publicados. Los primeros interprimos son

4,6,9, 12, 15, 18, 21, 26, 30, 34, 39, 42, 45, 50, 56, 60,
64, 69, 72, 76, 81, 86, 93, 99, 102, 105, 108, 111, 120,
129, 134, 138, 144, éy
https://oeis.org/A024675.

Basta estudiar la lista para darse cuenta de que hay
entre ellos cuadrados (A075190), como 81 y 144, pares
(A072568) e impares (A072569), triangulares
(A130178), como el 6 y el 15, semiprimos (A078443),
como el 21, y muchos mas tipos. Soélo los que son
potencias ocupan muchas paginas de OEIS (A075190,
A0O75191, A0O75192, A075228
pagina http://oeis.org/wiki/Interprimes y te abrumara la
cantidad de variantes que presentan los interprimos.

Quedan pocas posibilidades para explorar, pero alguna
habra por ahi. Evidentemente, un interprimo no puede
ser primo, pues entonces los dos primos no serian
consecutivos.
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Casi todos los interprimos son multiplos de 2 o de 3,
pero no todos (que es lo que afirma Wikipedia), ya que
hemos encontrado este contraejemplo: 803 es
interprimo entre 797 y 809, y no es multiplo ni de 2 ni de
3, ya que 803=11*73. De hecho, estan publicados los
interprimos que no lo cumplen:

205, 217, 473, 515, 625, 667, 803, 1003, 1207, 1243,
1313, 1465, 1505, 1517, 1537, 1681, 1715, 1795,
1 8 1 7 httes://oeis.org/A072573

Interprimos entre primos gemelos

Entre ellos son interesantes los que son media de dos
primos gemelos:

4 6, 12, 18, 30, 42, 60, 72, 102, 108, 138, 150, 180,
192, 198, 228, 240, 270,
https://oeis.orq/A014574

Salvo el primero, todos son mdltiplos de 6, ya que los
primos gemelos han de tener la forma 6k-1 y 6k+1
(salvo 3 y 5), con lo que la media sera 6k. Este mismo
hecho demuestra también que el interprimo es la raiz
cuadrada del producto de los dos primos mas una
unidad:

(6k-1)(6k+1)+1=36k"2=(6k)"2
Segun esto, (6k)*2-1 es un semiprimo, pues solo tiene
como factores 6k-1 y 6k+1. Esta puede ser una
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definicion alternativa para estos interprimos. Lo puedes
comprobar con PARI

{for(i=1,10"3,m=i*i -
1;if(Yissquare(m)&&bigomega(m)==2,print1(i,", "))}

Te devuelve la misma sucesion, pero con la definicion
de nimeros tales que n*2-1 es un semiprimo.

Interprimos entreprimos ficousi No0 y MAsexy

Los primos ficousind son | os
unidades. Sus promedios son estos:

5,9, 15, 21, 39, 45, 69, 81, 99, 105, 111, 129, 165, 195,
225, 231, 279, 309, 315,
https://oeis.orqg/A087679

Si los anteriores eran todos mdultiplos de 6, salvo los
primeros, estos lo seran de 3 y no de 6. La razon es
gue los primos que se diferencian en 4 unidades han de
tener la forma 6k+1 y 6k+5, con lo que el promedio sera
(12k+6)/2=6k+3.

)]
(7))

Si el par de pri mos es
diferencian en 6 unidades, sus interprimos son:

26, 34, 50, 56, 64, 76, 86, 134, 154, 160, 170, 176, 236,
254, 260, 266, 27 4 , 334,
https://oeis.orqg/A072571

En este caso, para que diferencien en 6, los primos han
de ser 6k+1 y 6(k+1)+1 o bien 6k+5 y 6(k+1)+5. Y los
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promedios 6k+4 o 6(k+1)+2, luego estos interprimos
son todos pares, pero no multiplos de 3.

Algunos tipos curiosos de interprimos

Ya hemos destacado que existen interprimos cuadrados
(A075190). También los hay triangulares (A130178)

Interprimos cuadrados

Son los siguientes:

4,9, 64, 81, 144, 225, 324, 441, 625, 1089, 1681, 2601,
3600, 4096, 5184, 6084, 8464, 12544, 13689, 16641,
19044, 19600, 25281, 27225, 28224, 29584, 36864,
38025,

39 2 0 Attp://deB.Gr@fAD69496)

Salvo el primero, asociado a los primos gemelos 3y 5,
ningan otro serd media de este tipo de primos, pues
estos tendrian la expresion n*1y n°+1, y el primero no

Cuadrado  Diferencia

4
9
64
81
144
225
324
441
625
1089
1681
2601
3600
4096
5184

proximo:
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es primo para n>3, por ser igual a (n+1)(n-
1). El mismo razonamiento nos vale para
afirmar que la diferencia entre el cuadrado
dado y sus primos préximos no puede ser
un cuadrado k? pues el anterior seria n’-
k*=(n+k)(n-k), no primo. De hecho, estas
son las primeras diferencias entre el
interprimo cuadrado y el primo mas
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Vemos que ninguna es un cuadrado. En ocasiones
similares nos hemos preguntado si se recorreran todas

las diferencias posibles, en este caso no cuadradas.
Vemos 2, 3, 5, 6, 7, 8, 12,
creado una funcion para averiguarlo. Si no te interesa la
programacion, ignora el codigo que se inserta a
continuacion:

Public Function difcuad(d) 6 Busca el pri me
interprimo con diferencia d

Dim i, n, d1, d2, nO
Dim novale As Boolean

i=16Contador de b¥squeda
N0O=00En el Il ni ci o damos el v
fracasa la busqueda

novale = True o0Vari abl e para cont
busqueda

While i < 10 ~ 5 And novale 0 Etbpe de 1075 es
arbitrario. Si salen ceros habra que aumentarlo

n=i*1I0Se construye un cuadrad
dl=n-primantn) 6 Se anali zan sus di
primos proximos

d2 = primprox(n) -n

If dl =d And d2 =d Then n0O = n: novale =False 06 Si
es interprimo, se toma nota y paramos

79



I=i+1

Wend

difcuad=n0 6La funci -n devuel ve
con la diferencia pedida.

End Function

Diferencia Cuadrado minimo
y * Con esta funcibn hemos creado
; % una tabla, en la que a cada
8 2601
0 sus diferencia (no cuadrada) se le
11 260100 . .
2 L= asigna el primer cuadrado n® tal
14 27225 . . . .
15 ued  que sea interprimo y su diferencia
18 2= con los primos proximos sea la
20 25281
21 12888100 d ad a :
1512900
24 4774225
25
26 8208225
2 Tiztat
2 waeo Observamos que hasta el 37
31 2433600 . .
w02 todas las diferencias se
34 1271279025
® sceios - cOrresponden con un cuadrado. A

partir de ahi, el calculo se
ralentiza, aunque es de esperar que todas las
diferencias no cuadradas tengan una imagen en esta
funcidn. Si quieres experimentar por tu cuenta, usa este
programa en PARI

difcuad(n)= { local(i=2,m,v=0,p,q);

while(v==0&&i<10"6,m=i*i; p=m -precprime(m -
1);g=nextprime(m+1) -m;if(p==n&&g==n,v=m);i+=1)
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;return(v) }

{x=difcuad(5 0);print(x);print(sqrt(x))}

Sustituye el 50 por otro numero cualquiera, y si el
resultado es 0, cambia 1076 por una potencia mayor.
Aunque PARI es rapido, puedes tener que esperar un
poco. Si nuestra conjetura es cierta, al final obtendras
un cuadrado.

Interprimos triangulares

Existen también numeros triangulares que son
interprimos. Los primeros son estos:

6, 15, 21, 45, 105, 120, 231, 300, 351, 465, 741, 780,
861, 1176, 1431, 1485, 3081, 3240, 3321, 3828, 4005,
4278, 5460, 6786, 6903, 7140, 7381, 7503, 7875, 8001,
10731, 11175, 11325, 11
http://oeis.org/A130178)

Casi todos ellos son multiplos de 2, 3 0 ambos, pero no
todos. Una excepcion es 7381=11*11*61, interprimo
entre 7369 y 7393.

No hemos encontrado interprimos triangulares cuya
diferencia con sus primos proximos sea también
triangular, salvo el caso trivial de 6 con 5y 7.
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Otros interprimos
Oblongos

Un oblongo puede ser también interprimo. Los primeros
son estos:

6, 12, 30, 42, 56, 72, 240, 342, 420, 462, 506, 552, 600,
650, 870, 1056, 1190, 1482, 1722, 1806, 2550, 2652,
2970, 3540, 4422, 6320, 7140, 8010, 10302, 12656,
13572, 14042, 17292, 18360, 19182, 19460, 20022,
22952, 23562, 24180, 27060, 29070, 29756, 31152,
33306, 35156, 35532,3 9006, é

Esta sucesion estaba inédita y la hemos publicado en
https://oeis.org/A263676

Por su propia definiciéon, todos son pares. Si estudiamos
sus restos respecto al 6, veremos que soOlo pueden ser
0y 2, es decir, todos los oblongos de esta sucesién han
de tener la forma 6k o bien 6k+2. La razén es que los
primos son todos del tipo 6k+1 o 6k+5. Intenta
encontrar sus medias y veras que nunca pueden ser del
tipo 6k+4.

Potencias de primo no triviales

Las potencias de un primo aparecen en muchas
cuestiones sobre numeros. Tampoco faltan entre los
interprimos. Los primeros son estos:

4, 9, 64, 81, 625, 1681, 4096, 822649, 1324801,

2411809, 2588881, 2778889, 3243601, 3636649,
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3736489, 5527201, 6115729, 6405961, 8720209,
9006001, 12752041, 16056049, 16589329, 18088009,
21743569, 25230529, 29343889, 34586161, 37736449,
é

Los mas abundantes son los cuadrados de primos,
como puedes comprobar en la lista.

Se pueden engendrar en PARI (nosotros los hemos
comprobado con hoja de céalculo) mediante este codigo:

PARI

{for(i=1,10710,if(isprimepower(i)>1&&i==(precprime(i-
1)+nextprime(i+1))/2,write 1("final.txt",i,", ");print(i)))}

Hemos publicado esta sucesion en
https://oeis.org/A263675

La funcion isprimepower es muy util, pues da el posible
exponente de la potencia de primo que buscamos.
Como deseamos que dicha potencia no sea trivial,
exigimos que el valor de la funcién sea mayor que 1. Es
muy curiosa la lista de potencias en base pequefia que
son interprimas. Las mas destacadas son:

Potencias de 2

4, 64, 4096, 75557863725914323419136,
306499108173177771671669405430061836/7/2374782
44367204352, ¢é
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Por ejemplo, 75557863725914323419136=2"76 es
interprimo entre  75557863725914323419121 vy
75557863725914323419151. Es una simple curiosidad,
pero impresiona que hayamos podido llegar a encontrar
estos ejemplos.

Potencias de 3

9, 81, 387420489, 3486784401,
7509466514979724803946715958257547,
147808829414345923316083210206383297601,
11433811272836884826665874049685357613602127
08023738257115315147156838924902339360805022
2706416077770721,
44889249130703625731339835900670764343238746
94568101609919263683034641998960974751135618
30407152947942076292623881529083368591747123
61810053077075205632130592619470676355115370
52511461304421383947233379208660812188643010
61606664140464321,

Potencias de 5

5, 625,
32311742677852643549664402033982923967414535
582065582275390625,
16155871338926321774832201016991461983707267
7910327911376953125,

Una buena cuestion, que dariamos por verdadera, es si
existen infinitas potencias de este tipo.
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Dobles interprimos

A los interprimos, que son media entre dos primos
consecutivos, les podiamos exigir que también lo fueran
respecto al anterior y al siguiente primo de ese par. Es
decir, que dados cuatro primos consecutivos p, g, ry s,
exista un namero N tal que N=(p+s)/2 y N=(g+r)/2. Esto
se cumplira cuando g-p = s-r, lo cual no quiere decir
gue los cuatro estén en progresion aritmética.

Un ejemplo: 600 es doble interprimo, porque esta en el
centro de los cuatro primos consecutivos 593, 599, 601
y 607, cumpliéndose que 600 = (599+601)/2 =
(593+607)/2.

No es dificil encontrarlos, y no son escasos. Los
primeros que aparecen son:.

9, 12, 15, 18, 30, 42, 60, 81, 102, 105, 108, 120, 144,
165, 186, 195, 228, 260, 270, 312, 363, 381, 399, 420,
426, 441, 462, 489, 495, 552, 570, 582, 600, 696, 705,
714, 765, 816, 825, 858, ¢é

(Los publicamos en https://oeis.org/A263674)

A primera vista todos parecen ser multiplos de 2 o 3,
pero, como nos ocurrio con una propiedad similar, esa
afirmacion es falsa. El primer contraejemplo es 2405,
doble interprimo entre 2393, 2399, 2411 y 2417.
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PALPRIMOS

Tomamos la palabra palprimo directamente del inglés,
pero si te apetece, ndémbralos como primos
palindrémicos.

Segun se deduce del nombre, los palprimos son
nameros primos capicuas o palindromicos (nos
limitaremos al sistema de numeracion en base 10 por
ahora), es decir, que se leen igual de izquierda a
derecha que de derecha a izquierda.

Los numeros de una sola cifra se suelen considerar
palindromicos (en realidad, cumplen la definicion), por
lo que es facil entender que los primeros palprimos son

2,3,5,7,11, 101, 131, 151, 181, 191, 313, 353, 373,
383, 727, 757, 787, 797, 919, 929, 10301, 10501,
10601, 11311, 11411,
https://oeis.org/A002385)

Para identificarlos con hoja de célculo necesitaremos la
funcion ESPRIMO y la ESCAPICUA. Disponemos de
las dos en nuestra coleccion, por lo que nos limitaremos
a copiarlas aqui.

Public Function esprimo(a) As Boolean
Dimn,r
Dim es As Boolean

'‘Devuelve true si es primo.
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es = False
Ifa=Int(a) Then 6 Ha de ser entero
fa=1Thenes=False 6 Casos particul ar
Ifa=2Then es =True
Ifa>2 Then
Ifa/2=Int(a/2) Then 6 Descarta | os par
es = False
Else
n=3:es=True:r=Sgr(@d) 6 Busca posi bl e
While n <=r And es = True
Ifa/n=1Int(a /n) Thenes=False 0 Si se enc
un divisor se declara compuesto
n=n+2
Wend
End If
End If
End If
esprimo = es
End Function

Public Function escapicua(n) As Boolean
Dim 1, i, k

Dim ¢ As Boolean

Dim auxi$
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'‘Convierte el nUmero en texto para lograr mas rapidez.
Devuelve VERDADERO si es palindromico o capicua

auxi = haztexto(n) 6 Se puede wusar | a f
Basic
| = Len(auxi)
If <2 Then
escapicua = False
Else
c = True
i=1
k=Int(l/2)
Whilei <=k And c
If Mid(auxi, i, 1) <> Mid(auxi, | -1+ 1, 1) Then c =
False6Va comparando cada d2zgi't
i=i+1
Wend
End If

escapicua =c
End Function

Con estas dos funciones podemos encontrar palprimos
en cualquier intervalo, contarlos u operar con ellos. Por
ejemplo, con esta rutina podemos destacar los
existentes en un intervalo:
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Sub buscapalprimos()

Dim i,j

I = ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(6, 7).Value
OSuponemos que el Il nterval o
] = ActiveW orkbook.Sheets(1).Cells(6, 8).Value
Oal ojado en | as celdas G6 vy

fla=1561 ni ci o del | i st ado

Fori=]Tol

If esprimo(i) And escapicua(i) Then
ActiveWorkbook.Sheets(1).Cells(fila, 6).Value =i 6 S e
presenta e incrementamos la fila

fila =fila + 1

End If

Next i

End Sub

Aqui tienes el listado de los palprimos comprendidos
entre 10000 y 11000:

10301
10501
10601
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Como ves, muy pocos. Entre 1000000 y 1100000 soélo
encontramos estos:

1003001
1008001
1022201
1028201
1035301
1043401
1055501
1062601
1065601
1074701
1082801
1085801
1092901
1093901

Antes de seqguir adelante, quizas te hayas percatado de
que no existen palprimos con un numero de cifras par,
porque entonces serian multiplos de 11, y no primos,
como le ocurre a 1771, que es igual a 7*11*23. Asi que
siempre nos referiremos a un numero impar de cifras.

Se ha conjeturado que existen infinitos primos
palidromicos. Unos de los mayores encontrados es
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10320236+ 10160118+ (137x10160119+ 731)(10159275) x
(10*®*1 1)/ 999 + 1

(Tomado de Wikipedia)

Entre los mayores conocidos se encuentra el niamero
de Belfegor, 1000000000000066600000000000001,
llamado asi por sus referencias al numero de la bestia,
666.

La anterior rutina para destacar palprimos en un
intervalo se puede transformar en una funcién que los
cuente simplemente, sin tener que mostrarlos. Su
estructura seria muy similar:

Public Function cuentapalprimos(m, n)

Dimi, c

c=0

Fori=mTon

If esprimo(i) And escapicua(i) Thenc=c+1
Next i

cuentapalprimos = ¢

End Function

Con esta funcibn comprobamos que entre 10000 y

11000 existen tres, que son los que presentamos arriba,
y entre 1000000 y 1100000, los catorce resenados.
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Con un poco de paciencia se puede obtener el nUmero
de palprimos para cada numero de cifras: De tres cifras
existen 15, de cinco 93 y de siete 668. El resto requiere
de otras herramientas. Tienes Ilos datos en
http://oeis.org/A016115

Suma de inversos

Se ha comprobado que la suma de inversos de los
primeros palprimos converge a una constante cuyos
pri meros deci mal es son 1. 3
prueba la capacidad de nuestra hoja de calculo:
buscaremos los primeros con la rutina presentada mas
arriba, hallaremos sus inversos y posteriormente la
suma de estos. Como la tabla resultara larga,
copiaremos solo los primeros y ultimos términos:

Palprimo Inverso Suma
2 0,5 0,5
3 0,333333333  0,83333333
5 0,2 1,03333333

7 0,142857143 1,17619048

11 0,090909091 1,26709957
101 0,00990029 1,27700056
131 0,007633588 1,28463414
151 0,006622517  1,29125666
181 0,005524862 1,29678152
191 0,005235602 1,30201713
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1028201 9,72572E-07 1,32375234
1035301 9,65903E-07 1,32375331
1043401 9,58404E-07 1,32375427
1055501 9,47417E-07 1,32375521
1062601 9,41087E-07 1,32375615
1065601 9,38438E-07 1,32375709
1074701 9,30491E-07 1,32375802
1082801 9,23531E-07  1,32375895
1085801 9,20979E-07 | 1,32375987
1092901 9,14996E-07 1,32378078
1093901 9,1416E-07  1,3237617

Podiamos seguir con mas cifras, pero ya vemos la
tendencia a la constante limite. Con hoja de calculo es
preferible dejarlo aqui.

Hemos probado con los inversos de los cuadrados y ha
aparecido una convergencia mas fuerte (como era de
esperar) hacia la constante 0,43008339502. Puedes
probar otras posibilidades.

NUMEROS DE ORE

Un numero entero positivo N se llama de Ore o
armonico cuando la media armonica de todos sus
divisores es un numero entero. Por ejemplo, es
armoénico 140, porque sus 12 divisoresson 1, 2, 4, 5, 7,
10, 14, 20, 28, 35, 70 y 140 y por tanto su media
armonica es
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12
Ma=1i1ii.1 1 1 1,1 1 1~
12 4°'5 7 10 14 20 28 35 70 140

Parece muy pesado este célculo para numeros
grandes, pero existe una simplificacion. Para ello basta
observar que cada divisor d posee un complementario
dé tales que d. do=N. Est e
cada cociente del tipo 1/d
denominadores resultara iguales a N y se podran sumar
los cocientes con facilidad:

12 _140.12 =5

=140‘70‘35‘28‘20‘14|10‘ 7 5 4 2 1 334
140 140 140 140 140 140 140 140 140 140 140" 140

my

Este procedimiento es facilmente generalizable: basta
multiplicar N por su numero de divisores y dividir
después entre la suma de los mismos:

_N.dW)
Ma = 72N

Representamos el nimero de divisores mediante d(N) y
SuU suma por a(N), 0 bi en
respectivamente. Basta observar la formula para poder
interpretarla de otra manera: La media armoénica de los
divisores equivale al cociente entre el numero y la
media aritmética de dichos divisores.

Este cambio nos permite calcular la media armonica
mediante un sencillo algoritmo: Se encuentran los

divisores y se van contando y sumando hasta completar
94



el valor de d(N) vy G(N) .
numero N serad armonico.

Incluimos un listado en Basic que lo logra:

Sub armonico

Input n

a=0 Inicia el contador de divisores
b=0 Inicia el sumador de divisores

for j=2 to n/2+1

if esmultiplo(n,j) then

a=a+l Se ha encontrado un divisor: se aumenta el
contador en 1

b=b+j Se aumenta el sumador con el valor del divisor
end if

next |

a=a+2 Se afade 2 para contar también 1y N

b=b+n+1 Se afiaden al sumador 1y N

m=i*a/b Media arménica

I f m=int ( m) t hen ms gbox ( AE
msgbox(ANo es arm-nicoo0)
end sub

La siguiente tabla se ha obtenido con la repeticion de
este algoritmo:
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140
270
496
672
1638

12
16
10
24
24

12
56
336
720
992
2016
4368

© o O o U w N =

También se logra la sucesion de numeros de Ore con el
Buscador de naturales.

Basta usar las condiciones

Para obtener el resultado

es entero(N*numdiv(N)/sumdiv(N))
evaluar N*numdiv(N)/sumdiv(N)

Solucién

1
6
28
140
270
496
672
1638

D
1
2
3
5
6
5
8
9

Los primeros numeros de Ore son: 1, 6, 28, 140, 270,

496, 672, 1638, 2970, 6200, 8 1 2 8,
la atencion en este listado?
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Efectivamente, incluye los numeros perfectos 6, 28,

496, 8128, ¢éy otros m8s que

perfecto se puede demostrar que también es arménico.
Esto es interesante, porque si se lograra demostrar la
Conjetura de Ore de que no existen armonicos impares,
también se habria logrado demostrar que tampoco hay
perfectos impares.

En la tabla anterior vemos que los primeros valores de
| a media arm-nica son 2,
valores repetidos como el 5 y ausentes como el 4.
Segun un teorema de Kanold, para cada entero positivo
existe solo un numero finito de enteros

positivos n tales que su media armoénica sea s.

LOS PRIMORIALES

La palabra primorial se suele usar con tres significados
distintos:

(1) Un namero es primorial si es igual al producto de los
k primeros nameros primos. Por ejemplo, 210=2*3*5*7.
Los primeros primoriales son

1, 2, 6, 30, 210, 2310, 30030, 510510, 9699690,
223092870, 6469693230, 200560490130,
7420738134810, 304250263527210,

3,

13082761331670030, ¢ ( httop
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(2) Llamaremos primorial de un numero N y lo
representaremos por N# al producto de todos los
nameros primos menores o iguales que él. Los primeros
valores de esta funcion son (estan incluidos n=0 y n=1)

1, 1, 2, 6, 6, 30, 30, 210, 210, 210, 210, 2310, 2310,
30030, 30030, 30030, 30030, 510510, 510510,
9699690, 9699690, 9699690, 9699690, 223092870,
223092870, ¢é (https://oeis.

(3) Llamaremos primo primorial o primo de Euclides al
que tiene la forma p#+1, siendo p primo. Esta definicion
recuerda que son estos los ndameros usados por
Euclides en su demostracion de la infinitud del conjunto
de primos. Los primeros son

2, 3, 7, 31, 211, 2311, 30031, 510511, 9699691,
223092871, 6469693231, 200560490131,
7420738134811, 304250263527211,

(https://oeis.org/A006862)

También se suelen llamar primos primoriales a los de la
forma p#-1

Como ves, tenemos donde elegir. Nos quedaremos con
las dos primeras. Es facil programar en el Basic de las
hojas de calculo la funcion primorial de N si posees la
funcidon ESPRIMO, ya explicada en este blog. (Puedes
buscarla en el Apéndice de

http://hojamat.es/publicaciones/hojanum1.pdf)
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Su cbdigo podria ser

Public Function primorial(n)

Dimk, p

p=1

Fork=1Ton
If esprimo(k) Thenp=p*k

Next k

primorial = p

End Function

N N#

0 1
1 1
2 2
3 6
4 6
5 30
6 30
7 210
8 210
9 210
10| 21

11 2310
12 231

13 30030
14 30030
15 30030
16 30030
17 510510
18 510510
19 9699690
20 9699690
21 9699690
22 9699690
23 223092870
24 223092870
25 223092870
26 223092870
27 223092870
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Como era de esperar, su crecimiento es notable. A
partir de la tabla se puede construir el gréafico

1E+09
*e
100000000 | * e
10000000 e

1000000

*e
100000 |

o4
10000 |

+*4
1000

o4 e
*e
0T e
1 00' T
1] 5 10 15 20 25 30

100 +

Se ha usado una escala logaritmica para ver mejor su
estructura escalonada.

¢,Donde tienen lugar los saltos?¢Por qué unos
tramos son de dos, otros de cuatro o de cinco?
Preguntas con respuesta sencilla que te puedes
plantear.

Algunas propiedade s

Todos los numeros primoriales estan libres de
cuadrados y cada uno de ellos posee mas factores
primos distintos que los numeros menores que él.
Ambas propiedades son triviales. La segunda se puede
expresar de otra forma:

La funcibn omega de un numero pri morial tiene
mayor valor que las correspondientes a los
nameros que le preceden.

Recuerda que la funcion omega cuenta los factores
primos distintos de un numero natural. No hay que
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cavilar mucho para entenderlo. Esta definicibn nos
proporciona otra idea facil:

Para un valor dado k de la funcion omega, el primorial
k# es el nUmero mas pequeiio con ese valor de omega.

El primorial y el factorial

La forma de crecer el primorial nos recuerda a la del
factorial. ¢Cual es mayor? Evidentemente, el factorial.
¢, Qué numeros forman el cociente n!/n#?

Pues a ese cociente entenderas que le podamos llamar

e | conipositorial de n 0 . Refl exiona sob

ese nombre. ;Lo has encontrado?, pues demuestra
esto:

Dos primoriales consecutivos se corresponden con el
mismo compositorial.

Tienes los compositoriales en http://oeis.org/A036691 y
la funcibn compositorial de un numero en
http://oeis.org/A049614

Descomposicion factorial de un  compositorial

Este es un buen momento para recordar la férmula de
Polignac

(Ver
http://hojaynumeros.blogspot.com/2009/02/formula-de-
polignac.html)
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-]

Si descompones cualquier factorial mediante esa
férmula, bastara restarle una unidad a cada factor primo
para que resulte la descomposicion factorial del
compositorial. No es tan complicado como parece.

Lo vemos con un ejemplo: Descomponer en factores
primos el compositorial de 18.

Puedes abrir la hoja de calculo polignac.xls o
polignac.ods desde la direccion

http://hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/herramientas
/herrdiv.htm

Con ella descubrimos que 18! Se descompone tal como
se ve en la imagen:

Aplicacién de la férmula de Polignac

Escribe un
nimero

Pulsa este botén para ver los divisores y sus expor

Divisores Exponentes :Potencia

2 16 65536

3 8 6561]

5 125
49)
11
13
17

-
[
)

Restamos una unidad a cada exponente y nos resultara
comp(18)=2"*3"*5%7=12541132800
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Si visitas http://oeis.org/A049614 podras comprobar
este resultado.

En realidad, el primorial de N es el radical de su
factorial. Parece un trabalenguas, pero es que se llama
radical de un numero al mayor divisor libre de
cuadrados que tenga, lo que nos lleva a que el radical
es el producto de los factores primos elevados todos a
la unidad. Eso es lo que significa el primorial respecto al
factorial. Por cierto, es una funcion multiplicativa, pero
esto se alarga y es mejor dejarlo.

NUMEROS DE AQUILES

Un ndmero natural se llama poderoso cuando todos los
exponentes de sus factores primos son mayores o
iguales a 2. Expresado de otra manera: si N es
poderoso y un ndmero p primo divide a N, entonces p?
también divide a N.

Esta definicion tiene una consecuencia muy curiosa:
todos los nameros poderosos se pueden expresar asi:
N=a’b® con a y b naturales. ¢ Te atreves a demostrarlo?
Antes de que te pongas a ello, recuerda que no hemos
dicho que a y b tengan que ser primos.

Los numeros de Aquiles son niameros poderosos que
no pueden representarse como potencias perfectas, es
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decir, no equivalen a m™n con m y n naturales. Esto
significa que el maximo comun divisor de los
exponentes ha de ser 1. En efecto, si en la
descomposicidon de un numero los exponentes tuvieran
un factor comin se podria efectuar la siguiente
transformacion:

N = pthgtiptm | = (pkglym )f
Esto convertiria N en una potencia, en contra de lo

supuesto.

Por ejemplo, el numero 2700 es de Aquiles, porque
equivale a 2**5**3°% E| m.c.d de los exponentes es 1.
Son coprimos, aunque no dos a dos.

La descomposicion N=a’b® que vimos mas arriba exige
gue en el caso de los niumeros de Aquiles ni a ni b sean
iguales a la unidad.

Los primeros numeros de Aquiles son

72, 108, 200, 288, 392, 432, 500, 648, 675, 800, 864,
968, 972, 1125, 1152, 1323,
(http://oeis.org/A052486)

Se han descubierto interesantes propiedades de estos
nameros. Por ejemplo:

* 3087 y 7803 son ambos de Aquiles y sus cifras
ordenadas en orden inverso
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* Los numeros de Aquiles consecutivos mas pequefos
son

5425069447 = 7° x 41% x 972
5425069448 = 2° x 260412

* Hay n¥meros de Aquiles Afu
de Aquiles y su indicatriz de Euler también. Son estos:

500, 864, 1944, 2000, 2592, 3456, 5000, 10125, 10368,
12348, 12500, 16875, 19652, 19773,
(https://oeis.orq/A194085)

Damos unas vueltas
Primera vuelta: Jerarquia entre aquileanos

Sabemos ya que los numeros de Aquiles son numeros
poderosos que no pueden representarse Ccomo
potencias perfectas. También que se pueden
representar como N=a’b® con a y b naturales y mayores
que 1.

¢ Es posible que algun divisor propio de un nimero de
Aquiles también tenga esa propiedad?

Basta pensar un poco en ello y descubrir que si es
posible: Toma dos numeros primos entre si mayores
que 1, como el 2 y el 5. Aflade a ellos otro que forme un

105


https://oeis.org/A194085

trio de numeros también primos entre si (no hace falta
gue lo sean dos a dos). En nuestro ejemplo podria ser
el 6. Con el conjunto 2,5,6 como signatura formamos un
namero de Aquiles mediante tres primos p,q,r. Asi:
N=p?q°r®, Si ahora dividimos entre r°, nos quedara p°q’,

gue es divisor propio de N y también es de Aquiles.

Es posible, pero no necesario. De hecho, existen
nameros de Aquiles cuyos divisores propios no son de
ese tipo, como el 72. ¢(Qué caracteriza a esos
nameros? Vamos a demostrar que son aquellos cuya
signatura prima es (2,3), es decir, que son de la forma
p’g® con p y g ambos primos.

Son numeros de Aquiles minimales los que tienen la
forma p°q° con p y g ambos primos.

Vimos que todo numero de Aquiles se puede expresar
como N=a’b® con a y b naturales mayores que la
unidad. Si uno de ellos es compuesto, por ejemplo a,

sea a=ab*k con ad mayor que

como N=( a%* % ) t&#)&> El paréntesis es un
namero de Aquiles y divisor de N, luego es necesario
que ay b sean primos para que N sea minimal.

Inversamente, si a y b son primos mayores que 1, los
unicos divisores propios de N estarian en este conjunto:
1, a, b, a b? b® ab, ab® a’b, ab® a’b? y ninguno
cumple lo exigido a un nimero de Aquiles.
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Segun esto, los numeros de Aquiles minimales son los
contenidos en la secuencia https://oeis.org/A143610

72, 108, 200, 392, 500, 675, 968, 1125, 1323, 1352,
1372, 2312, 2888, 3087, 3267, 4232, 4563, 5324, 6125,
6728, 7688, 7803, 8575, 8788, 9747, 10952, 11979,
13448...

Esta secuencia de OEIS no recogia en principio el
caracter de numero de Aquiles minimal, por lo que
hemos propuesto su inclusion mediante este
comentario:

Every a(n) is an Achilles number (A052486). They are
minimal, meaning no proper divisor is an Achilles
number. [Antonio Roldan, Dec 27 2011]

A la inversa ¢Qué multiplos de un namero de Aquiles
también lo son? En principio, adivinaras que infinitos.
Se pueden ir afiadiendo potencias de primos de forma
gue sSus exponentes sean primos entre si en su
conjunto.

Proponemos una demostracion sencilla: Todo namero
de Aquiles posee un divisor (no necesariamente propio)
que tiene el caracter de niumero de Aquiles minimal

Ya tenemos una jerarquia completa de divisores y
multiplos de niumeros de Aquiles, que comienzan en los
minimales y no estan acotados.
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Segunda vuelta: Emparedado de Aquiles

El conjunto de divisores de un numero de Aquiles N que
también sean aquileanos no es vacio, luego tendra un
maximo, eventualmente el mismo N. El de mdltiplos
también tendra un minimo. Para que sea mas Uutil
consideraremos el minimo multiplo con la condicién de
gue sea distinto de N, y el maximo divisor, si es posible,

gue tambi ®n | o sea. LI egar e
en el sentido que yaedados dedi n
cuadrados o, de encerrarl o e

aqgui los resultados

Min.
Coci  Max Aqui Mudlt. Coci  Holg
ente Div. Ag. les Aq. ente ura Factores
1 72 72 288 4 4 22233

1 108 108 432 4 4 22333
1 200 200 800 4 4 22255

222223
4 12 288 864 3 12 3

1 392 392 1568 4 4 22277

222233
4 108 432 864 2 8 3

1 500 500 2000 4 4 22555

108



109

108
675

200

432

968

108

1125

288

1323

1352

1372

392

648
675

800

864

968

972
112

115

132

135

137

156

1944
2700

3200

2592

3872

1944

4500

3456

5292

5408

5488

6272

18

16

18

12

16

222333
3

33355

222225
5

222223
33

22211
11

223333
3

33555

222222
233

33377

22213
13

22777

222227
-



180 222335
9 200 0 5400 3 27 5

194 222333
2 972 4 3888 2 4 33

En negrita hemos destacado los numeros de Aquiles N,
en cursiva, a izquierda su mayor divisor que también es
de Aquiles. Para que no deje de existir hemos permitido
gue no sea un divisor propio. A su derecha el minimo
multiplo de N también de Aquiles.

Mas a los lados figuran los cocientes entre N y sus
Aemparedador eso. Si mul ti pl i
dar8 | a Ahol gur ao, e | espaci
antes de llegar al siguiente nimero de Aquiles.

Finalmente, en la Jdltima columna tenemos Ia
explicacion de todo, los factores primos de N. Invitamos
al calculo de la holgura manualmente, sin ayuda de hoja
de calculo, para ver cuanto se aprende sobre los
nameros de Aquiles.

Un ejemplo es el nUmero
1800=2*2*2*3*3*5*5=2/3*3"2*5"2,

Es de Aquiles porque sus exponentes son primos entre
si y todos mayores que la unidad. Probemos a ir
suprimiendo factores: el 2 no podemos suprimirlo, pues

se igualarian los exponentes y obtendriamos una
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potencia. Un 3 o un 5 tampoco, porgue daria exponente
1. Luego habr4 que probar a suprimir dos factores.
Como 2*2 no se puede (¢por qué?), probamos la
solucion minima, 3*3, que si deja un divisor igual a
200=2*2*2*5*5=2"3*5"2, que coincide con la tabla. Otra
solucién seria suprimir 5*5, pero ya nos daria un divisor
mas pequeno.

Con el multiplo nos ocurriria lo mismo. Omitimos los
pasos. La solucion mejor es aumentar un 3 y llegar al
multiplo 5400=2*2*2*3*3*3*5*5=2"3*3"3*5"2. Queda
asi comprobado que la holgura de 1800 es 27: dos
veces el 3 para conseguir el divisor y una vez para el
multiplo.

Puedes intentar razonar la holgura de otros numeros de
la tabla o fuera de ella. Aprenderas mucho.

Si en un numero N de Aquiles presenta un mayor
divisor propio también de Aquiles, tendra un cociente
por la izquierda equivalente a un nimero primo (¢ por
qué?). Los numeros que tienen esa propiedad son
estos:

864 1944, 3888, 4000, 5400, 6912, 9000, 10584,
10800, 10976, 17496, 18000, 21168, 21600, 24696,
25000, 26136, 30375, 31104, 32000, 34992, 36000,
36504, 42336, 42592, 43200, 48600, 49000, 49392,
50000é(l os hemos publicado e

http://oeis.org/A203662)
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En ellos se cumplen dos propiedades que podrias
intentar justificar:

El exponente del menor factor primo de cada uno de
ellos es mayor que 2.

Todos tienen los mismos factores primos (salvo los
exponentes) que su mayor divisor propio.

Un ejercicio muy interesante es tomar los primeros
primos 2, 3, 5, € y combinar
nameros de Aquiles, procurando que la primera tenga al
menos exponente 3, y que al suprimir el factor mas
pequefo siga resultando un numero de Aquiles. Por
ejemplo: 2*2*2*2*3*3*3*3*3 es de Aquiles y si
suprimimos un 2, queda 2*2*2*3*3*3*3*3, también de
Aquiles. Si calculas descubrirds que se trata de 1944,

gue ya esta en la tabla.

La cuestion inversa es mucho mas facil, porque el
minimo multiplo de un nimero es su doble. Asi que solo
habra que buscar numeros de Aquiles cuyo doble
también lo sea. Son estos:

432, 972, 1944, 2000, 2700, 3456, 4500, 5292, 5400,
5488, 8748, 9000, 10584, 10800, 12348, 12500, 13068,
15552, 16000, 17496. 18000, 18252
(http://oeis.org/A2036623)

Otro emparedado
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Podemos emparedar un niumero de Aquiles N mediante
potencias, una que sea el minimo multiplo de N que sea
potencia perfecta y el otro el maximo divisor con ese
caracter.

Los resultados serian estos

a/d Divipot  Aquiles Multipot m/a
2 36 72 144 2
3 36 108 216 2
2 100 200 400 2
2 144 288 576 2
2 196 392 784 2
2 216 432 1296 3
4 125 500 1000 2
2 324 648 1296 2
3 225 675 2025 3
2 400 800 1600 2
4 216 864 1728 2
2 484 968 1936 2
3 324 972 2916 3
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225
576
441
676
343
784
900
324
1000
1156
1296
900
1444
441
1600
1089
1728
1764
1936

1125
1152
1323
1352
1372
1568
1800
1944
2000
2312
2592
2700
2888
3087
3200
3267
3456
3528
3872

3375
2304
3969
2704
2744
3136
3600
5832
8000
4624
5184
8100
5776
9261
6400
9801
13824
7056
7744



3 1296 3888 7776 2
4 1000 4000 8000 2

Es interesante la parte derecha, porque el cociente da
una pista sobre los nimeros de Aquiles que pueden
estar intercalados, como ocurre con el nimero 10584.
Sélo incluimos la tabla para que puedas analizarla y
buscar explicaciones.

N Es de Aquiles

222333
10584 VERDADERO 77

21168 VERDADERO
31752 VERDADERO
42336 VERDADERO
52920 FALSO
63504 FALSO

o o1 A~ W N PP
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LOS NUMEROS DE KEMPNER

La funcidon de Smarandache se define, para un nimero
natural n, como el menor entero tal que su factorial es
divisible entre n. La desigharemos como S(n). Por
ejemplo, para n=12, el menor valor de k tal que k! sea
divisible entre 12 es el 4, ya que 4!=24 es el menor
factorial divisible entre 12. Lo expresaremos como
S(12)=4. Es facil que entiendas que S(6)=3 o que
S(7)=7. Plantéate otros ejemplos.

Esta funcion fue estudiada por Lucas y Kempner antes
de que Smarandache le asignara su propio nombre. Por
eso, la sucesion de sus valores recibe el nombre de
AnYmeros de Kempnero, Yy es e

1,2,3,4,5,/3,7,4,6,5,11,4,13, 7, 5,6, 17, 6, 19, 5,

7, 11, 23, 4 10, 13, 9,
(http://oeis.orqg/A002034)

Aprovecha estos valores para comprobar la definicion
de la funcién en cada uno de ellos. Pronto descubriras
casos particulares. Por ejemplo, adelantamos que el
valor de S(p) para un numero primo p es el mismo
namero: S(p)=p para p primo, o que S(n)=n. Lo
veremos mas adelante.

En los primeros apartados de esta serie nos
dedicaremos so6lo a intentar construir algoritmos que
reproduzcan los valores de la funcion. Comenzaremos
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por el mas ingenuo y seguiremos con otros que
contienen mas artificio. Ante todo hay que notar que
S(N)<=N, ya que todo numero es divisor de su propio
factorial. Esto nos beneficia, porque las busquedas
terminan en N.

Al goritmo fAingenuoo

Para encontrar el valor de S(n) bastara recorrer todos
los factoriales desde 1 hasta n! y detenernos en el
primero que sea multiplo de n. El gran inconveniente de
este procedimiento es que pronto se sobrepasara la
capacidad de célculo de la herramienta que usemos,
especialmente si es una hoja de calculo. Lo intentamos
para Excel:

Public Function smarl(x)
Dimn, f
Dim seguir As Boolean

| f X < 3 Then smar 1lParaxxl;2 E:;
S(X)=x

n=1f=1 0ORecorremos natural es
es su factorial

sequir=True 6variabl e par aEWBNDt r o
While n <= x And seguir Omi entras no Se
(cota natural) ni a la solucion

n=n+1.f=f*n 6se i ncrementa n y
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Iff=Int(f/x)*x Thenseguir=False &ése ha
un factorial divisible entre n

Wend

smar 1 =l valor de @& funcién es el entero cuyo
factorial es divisible

End Function

El algoritmo es sencillo, pero como se usan factoriales,
aunque sea de forma indirecta, comete errores muy
pronto (en Excel): De hecho, los valores para n=23 y
n=29 ya son erroneos (destacados en rojo en la
imagen):

SMARL(N)

O~NO O WNRP|Z

=
[
[y

N OOoONOONWARPLPTOODANWAODMWNLE
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Asi no llegaremos muy lejos. Podiamos intentarlo en
PARI a ver si funciona mejor (hemos eliminado los
casos x=1,2):

smarl(x)={local(n=1,f=1,s=1);while(n<=x&&s,n+=1;f*=n;
If(f(x==f\x,s=0));return(n)}

{for(i=3, 90, printl(smarl(i), ", "))}

Es el mismo algoritmo traducido a PARI. Para los 90
primeros casos funciona bien:

3,4,5,3,7,4,6,5,11, 4,13, 7,5, 6,17, 6, 19, 5, 7, 11,
23, 4,10, 13,9, 7, 29, 5, 31, §, 11, 17, 7, 6, 37, 19, 13,
5,41, 7, 43,11, 6, 23, 47, 6, 14, 10, 17, 13, 53, 9, 11, 7,
19, 29, 59, 5, 61, 31, 7, 8, 13, 11, 67, 17, 23, 7, 71, 6,
73, 37, 10, 19, 11, 13, 79,

Hemos probado el algoritmo para valores mayores y
parece funcionar, pero nosotros deseamos mejorar el
proceso para hoja de célculo.

Algoritmo con el MCD

Este algoritmo lo hemos creado para el blog, pero es
posible que ya esté publicado con anterioridad. Asi que
no se reclamara ninguna autoria.

La idea base es la de que el numero dado va tomando
factores de los eleme nt os del conjunto
hasta agotarlos todos. Por ejemplo, para encontrar
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S(18) necesitamos contar con los factores 2, 3, 3. Si
tomamos los primeros nameros, el 18 podra tomar de
cada uno de ellos el MCD. La idea que lo simplifica todo
es que una vez encontrado un factor, dividimos entre él
para ir disminuyendo el valor primitivo (en este caso el
18).

Lo vemos en esta tabla:

Primeros |1 (2 |3 |4 |5 6 |7 |8 9
ndumeros

MCD 112 |31 |1 3 |1 |2 9
Cociente |19 (3|3 |3 1 |Se agota en
8 6, que es la
solucién

Repetimos la idea: Elegimos un ndmero, lo
compar amos con 1, 2, 3, 4
MCD de ambos. Cuando el numero llegue a 1, hemos
terminado, y la solucidn sera el ultimo término de 1, 2,

3, 4, ¢é& probado. Lo explican
el MCD es 1, lo saltamos:

MCD(250,2)=2, luego dividimos entre 2 y nos queda
N=125

EI MCD con 3y 4 es 1, luego los saltamos
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MCD(125,5)=5, dividimos N=25
Saltamos a 10: MCD(25,10)=5 y dividimos N=5

Saltamos al 15: MCD(5,15)=5, y al dividir obtenemos
N=1. Ya hemos terminado: la solucién es 15: S(250)=15

La ventaja de este método estriba en que no se
multiplica, sino que se divide, con lo que los valores
disminuyen hasta 1, evitando el desbordamiento en
hoja de calculo. Aunque se puede usar el calculo
manual con la misma hoja (seria muy pedagdgico
intentarlo en la Ensefianza), hemos implementado la
funcion SMAR2, mucho mas rapida, al disminuir los
datos y poder eliminar una sentencia IF:

Public Function smar2(x)

Dim n, x1, m

If x <3 Then smar2 = x: Exit Function

n=1xl=x0l a variable x1 recoge
y el MCD con 1, 2, 3, 4, ¢
Whilex1>1 6se sigue mientras el
1

n = nnuevo valor para los primeros numeros

m = mc d (emcontranios el MCD

x 1 = xddo hdy qua usar un IF porque es divisible
con seguridad

Wend

smar2 = n

End Function
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Con esta nueva implementacién podemos calcular S(x)
para valores mayores. Lo hemos intentado para
comprobar que S(200001)=409 y se ha conseguido de
forma practicamente instantanea. Coincide con el
resultado obtenido con PARI.

El problema estd en que necesitas la funcion MCD.
Aqui tienes una:

Public Function mcd(al, bl)
Dima, b, r

'Halla el MCD de aly bl

r=1
a=al
b=bl

fb=0Thenb=1
Ifa=0Thena=1
Whiler<>0
r=a-b*Int(a/b)
fr<>0Thena=b:b=r
Wend

mcd =b

End Function

Puedes estudiar esta version muy sintética en PARI:

a(n)={local(m=1,x=n),while(x>1,m++;x=x/gcd(x,m));
m}
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Propiedades de la funcion S(n)

En el anterior apartado evaluamos la funcién de
Smarandache con hoja de calculo y PARI sin usar la
descomposicion en factores primos del nUmero. Ahora
investigaremos su comportamiento respecto a la
descomposicion factorial.

Comenzaremos con casos particulares de valores de
S(n):

S(p)=p si p es primo

Para que p divida a un factorial, este ha de contenerlo
como factor, y en los p-1 numeros anteriores no figura,
luego hay que llegar a p y su factorial.

Recorre los valores de orden primo de los niumeros de
Kempner y observaras que el valor de la funcién de
Smarandache en ellos coincide con el orden. Lo
sefalamos:

1,2,3,4,5,3,7,4,6,5,11,4,13,7,5, 6,17, 6, 19, 5,
7,11, 23,4, 10, 13,9, 7,29, é

S(n')=n

Es muy sencillo razonarlo. Observa que S(3!)=3,
S(4!')=S(24)=4, é

Si n=p1p2Ppz€ Pk CON P; Primo y p1<P2<Pa<€ < p, S(N)= p«

En efecto, si tomamos el factorial del mayor primo, este
incluira como factores a todos los anteriores, y sera el
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menor que sea divisible entre n. Elige niameros libres de
cuadrados y lo comprobaras: S(15)=S(3*5)=5,
S(30)=S(2*3*5)=5, S(70)=S(2*5*7)=7

Si n=p* con k<=p, S(n)=pk

Si n es potencia de un primo p*, éste debera figurar k
veces en S(n), pero la Unica forma de lograrlo es tomar
p*p*pé k veces. Per o podriark
aparecermas factores inpo y hay que tra

Por ejemplo, S(49) ha de ser un factorial que contenga
el 7 dos veces, pero el primero que cumple esto es el
14, que contiene el factor 7 en el mismo 7 y en el de 14,
luego S(49)=7*2=14.

Caso n=p “ con k>p
En este caso pueden aparecer mas factores antes de
llegar a k. Lo vemos con un ejemplo: S(27)=S(128).

Aqui no hay que llegar a 2*7, porque aparecen 7
factores con valor 2 mucho antes. Construimos un

factorial: 1*2*3*4*5*6*7*8*C

mismo 2, 2°en el 4,2 en 6 y 2° en el 8, con lo que ya
tenemos el 7: 1+2+1+3=7. Por tanto S(128)=8 y no 14.

El objetivo sera, pues, ver qué exponente de p sera el
adecuado para acumular al menos el valor de k. En
este ejemplo, con llegar a 2*4 ya conseguimos el 7.
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Si conoces el tema, te habras acordado de la Férmula
de Polignac para encontrar los exponentes de un factor
primo dentro de un factorial

(ver
http://hojaynumeros.blogspot.com.es/2009/02/formula-
de-polignac.html)

-5l

Todo lo que sigue es de aplicacién sélo al caso S(p“),
con p primo y k>p

Algoritmo con la formula de Polignac

Hace tiempo que implementamos esta formula para
hoja de célculo:

Public Function polignac(n, p)
Dim pol, pote

pol =0

If esprimo(p) Then
pote = p

While pote <=n

pol = pol + Int(n / pote)
pote = pote * p

Wend

End If

polignac = pol

End Function
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Podemos usarla y plantear que para un niamero dado
vamos aplicando esa férmula desde 1 hasta N,
deteniéndonos cuando el exponente k de p* sea inferior
a lo que nos dé la formula de Polignac. Lo planteamos
como una funcion de dos variables, el primo p y el
exponente k. No analizaremos si p es primo y si k es
entero.

Public Function smar3(p,k ) o6 Dos par 8metr
p y el exponente k

Dimn, s

Dim sigue As Boolean

If k <= p Then smar3 = p*k: Exit Function O cas o
sencillo

n=1:sigue=True:s=1

While sigue And n<=p ~* k

If polignac(n, p) >= k Then sigue = False: s = n
Oparamos cuando se sobrepase
n=n+1

Wend

smar3 =s

End Function

Aqui tienes una tabla con casos en los que k>p,
comparando con los resultados de SMAR2
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Primo  Exponente SMAR2 SMAR3

2 7 8 8
2 3 4 4
2 3 4 4
7 8 49 49
5 6 25 25
3 11 27 27
2 20 24 24
3 12 27 27

Kempner desarroll6 un algoritmo para esta situacion,
pero como no lo hemos encontrado bien explicado y es
complejo (téngase cuenta que se cred antes de la
existencia del céalculo automatico), nos quedamos con
los tres nuestros.

Lo puedes consultar en

http://mathworld.wolfram.com/SmarandacheFunction.ht
ml

Caso general

Si se ha resuelto el célculo de S(p"), para calcular la
funcion en un namero cualquiera es facil entender que
se calculara para todas las potencias de primos
contenidas en él, tomando después el maximo de los
valores.

Esto supone mucha complicacion, y como estamos muy
satisfechos con nuestro algoritmo del MCD, nos
guedamos con él.
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Grafica de la funcidon de Smarandache

Nos gquedamos con nuestra funcion SMAR2 para crear
un grafico, por otra parte muy conocido, de la funcién
de Smarandache:
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Vemos que es lineal para los nameros primos, que la
funcion esta acotada por el valor de N, y que es
totalmente oscilante. Algunos maximos intermedios se
corresponden con dobles de primos y, en general, los
semiprimos y libres de cuadrados suelen presentar
valores altos en su entorno.

Asociado Kempner de un nimero entero

En los dos apartados anteriores llamamos S(n) al
menor numero tal que su factorial sea multiplo de n.
Estudiamos los algoritmos para encontrar valores de
esa funcion y algunas de sus propiedades. Nos
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basaremos en éstas para desarrollar el concepto de
Afasociado Kempner o de un n%n

A(n)=S(n)!/n

Es facil ver que A(n) es el nimero que multiplicado por
n lo convierte en el factorial minimo que es divisible por
él. Si disponemos de S(n), bastara encontrarle el
factorial, que serd mdiltiplo de n y por tanto podremos
dividir.

Los resultados de esta operacion los tienes en
http://oeis.org/A007672

1,1, 2,6, 24,1, 720, 3, 80, 12, 3628800, 2, 479001600,
360, 8, 45, 20922789888000, 40, 6402373705728000,
6, 240, 1814400, 112400072/777607680000, 1,
145152, 239500800, 13440, 180,
3048883446117138605015040000

Solo con recorrerlos brevemente descubrimos las
oscilaciones enormes que existen entre cada término y
el siguiente. La razon es obvia, y esta basada en las
propiedades de S(n), de las que se derivan las de A(n):

El asociado de un namero primo p es A(p)=(p-1)!
Porque S(p)=p, luego A(p)=pYp=(p-1)!

En la sucesion puedes comprobarlo: A(7)=720=6!,
A(11)=3628800=10!
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Esto nos indica que la sucesion no esta acotada. Dada
una constante cualquiera, existe un factorial que la
sobrepasa.

El asociado de un factorial es igual a 1
Es evidente, porque S(n!)/n=n/n=1

Ya tenemos aqui uno de los origenes de las
oscilaciones que se descubren en la sucesion.

Algoritmo de calculo

La existencia de términos muy grandes en la sucesion
nos aconseja un algoritmo que no tenga, en lo posible,
qgue usar factoriales. Aqui estd muy indicado el que
propusimos del MCD. Para un valor n, recorremos el
conjunto 1, 2, 3, 4, én vy
y un elemento del conjunto, hasta convertirlo en 1. Aqui
recorreremos los mismos pasos, pero acumulando los
cocientes obtenidos multiplicados entre si en una
variable. Al final del proceso tendremos el producto de
todos los factores que multiplicados por n lo convierten
en S(n)! S6lo hay que cambiar unas lineas en el
algoritmo que propusimos.

Public Function asoc(x)
Dimn, x1, m, a

If x < 3 Then asoc = 1: Exit Function
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n = 1: x 1
recoja los cocientes n/m
Whi | e
calculo de S(x)
n=n+1

m = mcd(n, x1)
x1=x1/m

a = a
formar A(X)
Wend

asoc = a

End Functio n

Con Excel el calculo es practicamente
instantaneo  para los  primeros
nameros naturales:

Al igual que procedimos con el
algoritmo primitivo, podemos traducir
también a PARI para poder llegar a
nameros mayores sin el estorbo de la
notacion exponencial:

introducimosa una variabledque

x Elstructuralde agoritmo idéntica a la del

*Se man multipicaddo los cocientes para

0 ~NOOULD WNPR|Z

©

10
11
12
13
14
15
16

80

12
3628800

2
479001600
360

8

45

a(n)={local(m=1,x=n,as=1,p);while(x>1,m++;p=gcd(X,

m);x=x/p;as*=m/p);as}

Destacamos en rojo las novedades. Los resultados para
los primeros numeros los tienes en esta imagen

131



1, 1, 2, 6, 24, 1, 720, 3, 80, 12, 3628800, 2, 479001600, 360, 8, 45, 2092278988
8000, 4O, B4023T73705728000, 6, 240, 1814400, 112400072T777607T680000, 1, 145152,
239500800, 13440, 180, 304888344611713860501504000000, 4, 2652528598121910586363
08480000000, 1260, 1209600, 10461394344000, 144, 20, 37199332678990121 7467999448
150835200000000, 3201186852864000, 159667200, 3,

?

Como era de esperar, coinciden con los publicados en
A007672, y llegan mas lejos.

Iteracion de la funcién A(n)

Con lo expuesto hasta ahora podemos esperar que Si
iteramos la funcion desde un valor inicial dado, la orbita
que se produzca serd totalmente oscilante. Sin
embargo, ocurre lo contrario, que para cualquier
namero entero, la iteracion solo puede presentar uno de
dos finales posibles: o termina teniendo todos sus
términos iguales a la unidad, o se convierte en perioddica
de periodo 2. Lo estudiamos:

Dado un numero natural cualquiera N, el valor de la
funcion A(N) es divisor de S(N)!, ya que por definicion,
A(N)=S(N)!//N. Quiere decir que S(N)! es un factorial
multiplo de A(N). Por tanto, si calculamos S(A(N)) nos
dara S(N) o un numero menor, si existe un factorial
multiplo de A(N) que sea menor que S(N). Por tanto:

S(N)>=S(A(N))
Pueden ocurrir dos casos

(1) Si para un N se da que S(N)=S(A(N)), al iterar y
calcular A(A(N)) resultara
AAN))=S(AN)YAN)=S(N)/(S(N)/N)=N
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Si S(N)=S(A(N)), resultara A(A(N))=N vy la sucesion de
iteraciones sera periodica.

Esto ocurre, por ejemplo, para N=25, pues
A(25)=145152 y A(145152)=25. Los dos asociados
tienen el mismo factorial minimo comun a ambos. La
sucesion sera periodica. Lo podemos ver con la hoja de
calculo y la funcion ASOC:

N 25
Primera iteracion 145152
Segunda 25
Tercera 145152

é 25

145152

25

145152

25
(2) Si en un conjunto de iteraciones se da que
S(N)>S(A(N)), los factoriales minimos iran decreciendo,
con lo que, o bien llegaremos a un numero que
produzca periodicidad como en el primer caso, o bien
desembocaremos en 1!=1, y a partir de €l todos seran

iguales a la unidad, porque S(1)=1.

Esto se da en todos los numeros primos, porque
entonces A(P)=(P-1)! Y A(A(P))=A((P-1)!)=1. También
en otros que no son primos, como el 21: A(21)=240,
que es el cociente entre 7! Y 21. A(240)=3, es decir
6!/240. Seguimos iterando: A(3)=2 y por ultimo, A(2)=1

Con la hoja:
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N 21
Primera iteracién 240
Segunda 3
Tercera

é

PR R R RN

La mayoria de numeros desemboca en la unidad al
iterar la funcion A(N). Los Unicos numeros que
producen periodos de 2 términos son:

9, 16, 25, 45, 49, 63, 75, 80, 81, 99, 112, 117, 121, 125,
128, 147, 153, 169, 171, 175, 176, 207, 208, 225, 243,
245, 250, 256, 261, 275, 279, 289, 304, 315, 325, 333,
343, 361, 363, 368, 369, 375, 387, 405, 423, 425, 441,
464, 475, 477, 486, 495, 496, 500, 507, 512, 525, 529,
531, 539, 549, 560, 567, 575, 585, 592, 603, 605, 625,
637, 639, 640, &

Los hemos generado con el programa PARI siguiente:

a(n)={local(m=1,x=n,as=1,p);while(x>1,m++;p=gcd(x,m)
X=x/p;as*=m/p);as}
{for(i=1,10"3,m=i;v=1;while(m>1&&v,n=a(m);if(m==a(n),
v=0;print1(i,", "));m=n))}

No hemos encontrado regularidades en estos nimeros
y sus asociados. Unos son cuadrados y otros no, en la

mayoria de las veces un numero y su asociado son
coprimos, pero en otras tienen MCD mayor que 1, como
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MCD(495,80640)=3. Segun hemos explicado
anteriormente, ninguno es primo.

Lo que si poseen todos es una parte cuadrada mayor
que 1. Si fueran libres de cuadrados, se
descompondrian en un producto de primos elevados
todos a la unidad. Si los ordenamos de menor a mayor
tendriamos N=pip,p:€ px Y segun lo explicado en
parrafos anteriores, S(N)=py!, con lo que A(N)
careceria de ese factor py, pero el factorial en que se
basa ha de ser el mismo py! o inferior. EI mismo no es,
porque al carecer de ese factor primo, no es necesario
llegar hasta py!. Por tanto, S(N)>S(A(N)) y no puede
pertenecer al conjunto. Como la relacion es reciproca,
A(N) tampoco puede ser libre de cuadrados:

Si N pertenece a la sucesion que estamos estudiando,
ni él ni su asociado seran numeros libres de cuadrados.

No existe la propiedad contraria. Existen nUmeros no
libres de cuadrados, como el 12, que no pertenecen a la
sucesion.

NUMEROS DE POLIGNAC

Estos niumeros se definen a partir de la conjetura de
Polignac, que pronto se descubrid que era falsa. Afirma
gue todo numero impar es suma de un primo y de una
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potencia de 2. NUumeros tan pequefios como 127 no la
cumplen, por lo que durd poco como conjetura.

Llamaremos numero de Polignac a aquel nimero impar
gue no cumpla la conjetura explicada, que no pueda
expresarse como p+2*. Se supone implicitamente que x
puede valer 0, porque en ningun listado se toma el 3
como numero de Polignac,yague 3 =2+ 2

Son numeros de Polignac el 1 y el ya citado 127.

Insertaremos cuanto antes elementos de busqueda, por
lo que procede ahora el disefiar una funcidon que nos
indique si un nimero es de Polignac o no. No resulta
dificil, porque las potencias de 2 crecen con rapidez y
su cota es la llamada valuacién del nimero N respecto
a 2, que es el maximo exponente de una potencia de 2
gue sea igual o menor que el nimero. Es facil ver que
se obtiene como INT(log(N)/LOG(2)). Con esa cota,
vamos construyendo potencias de 2, y si al restar del
namero N resulta un nimero primo, sera sefal de que
no es un namero de Polignac.

El listado de la funcion puede ser el siguiente:

Function espolignac(n) as boolean
dim x
dim vale as boolean
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vale=false:x=1 6 E | v a | oinmicio tle las poterclas
de 2

if N/l2<>n\2then 6 Ex ami na si e | nvamer
while x<=nand notvale 6 Se recorren | as
2

if esprimo(n -x) thenvale=true 6 Cr i t eri o de |
X=x*2 @&iguiente potencia de 2

wend

espolignac=not vale

else

espolignac=false @i es par, no es de Polignac

end if

end function

1 Puedes consegui r esprimetst gia
Eg buscas e nfun@a espriime hojao
251 Con esta funcion es facil encontrar nimeros de
gg; Polignac. En la imagen tienes los primeros,
373 obtenidos con hoja de célculo:
209 , :
509 Estan publicados en

;g; http://oeis.ora/A006285

609 AQ06285 Odd numbers not of form p + 2/x

SS; (de Polignac numbers).

907
959
977
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1, 127, 149, 251, 331, 337, 373, 509, 599, 701, 757,
809, 877, 905, 907, 959, 977, 997, 1019, 1087, 1199,
1207, 1211, 1243, 1259, 1271, 1477, 1529, 1541, 1549,
1589, 1597, 1619, 1649, 1657, 1719, 1759, 1777, 1783,
1807, 1829, 1859, 1867, 1927, 1969, 1973 (list; graph;
refs; listen; history; text; internal format)

Esta lista se puede reproducir con el lenguaje PARI. El
codigo propuesto en la pagina citada es algo dificil de
entender, por lo que se puede acudir a este otro:

espolignac(n)={x=1;if(n/2 <>
n\2,v=0;while(x<=n&&v==0, r=n-x; if(isprime(r), v=1);
x=2*x);e=1-v,e=0);e}

for(n=1,1000,if(espolignac(n),print(n)))

Entre ellos existen primos y compuestos. También
figuran en el listado algunos nuameros impares
consecutivos, como 905 y 907.

Erdds probd que existen infinitos nimeros de este tipo,
como los que tienen la forma

1260327937 + 2863311360Kk.
Puedes leer su féormula en

http://www.bitman.name/math/article/388

Disponiendo de la funcion espolignac no es dificil
encontrar los pares de nuameros de Polignac
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consecutivos en este listado. Los primeros, menores de
10000, son estos:

9035 907
3341 3343
3431 3433
4151 4153
4811 4813
4841 4843
5729 5731
7387 7389
76811 7813
8921 8923

Entre los nimeros de Polignac, como ya se ha indicado,
existen muchos primos. Los primeros son los
siguientes:

127, 149, 251, 331, 337, 373, 509, 599, 701, 757, 809,
877, 907, 977, 997, 1019, 1087, 1259, 1549, 1597,
1619, 1657, 1759, 1777, 1783, 1867, 1973, 2203, 2213,
2293, 2377, 2503,...

Estan publicados en http://oeis.org/A065381

Aportacion nuestra
Semiprimos

También hay semiprimos entre los numeros de
Polignac. Los primeros son:
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905, 959, 1199, 1207, 1211, 1243, 1271, 1477, 1529,
1541, 1589, 1649, 1807, 1826

Basta afadir a la condicidbn espolignac la de ser
semiprimo.

Con PARI podemos ampliar la lista, ya que los
semiprimos se identifican porque su funcién bigomega
es igual a 2.

espolignac(n)={x=1;if(n/2 <>
n\2,v=0;while(x<=n&&v==0, r=n -x; if(isprime(r), v=1);
x=2*x);e=1-v,e=0);e}

for(n=1,10000,if(espolignac(n)&&bigomega(n)==2, pri
ntl(n,", "))

Asi quedaria el listado hasta 10000:

905, 959, 1199, 1207, 1211, 1243, 1271, 1477, 1529,
1541, 1589, 1649, 1807, 1829, 1927, 1969, 1985, 2171,
2231, 2263, 2279, 2429, 2669, 2983, 2993, 3029, 3149,
3215, 3239, 3341, 3353, 3431, 3505, 3665, 3817, 3845,
3985, 4063, 4151, 4195, 4573, 4589, 4633, 4717, 4781,
4811, 4841, 4843, 4855, 5143, 5609, 5617, 5729, 5731,
5755, 5761, 5771, 5917, 5951, 6001, 6065, 6119, 6161
6193, 6283, 6403, 6433, 6463, 6509, 6535, 6539, 6731,
6757, 6821, 6941, 7169, 7199, 7289, 7319, 7343, 7379,
7387, 7405, 7431, 7747, 7783, 7799, 7807, 7811, 7813,
7913, 7961, 8023, 8031, 8141, 8159, 8257, 8399, 8411
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8587, 8621, 8873, 8915, 8921, 8981, 9101, 9115, 9307,
9517, 9557, 9569, 9641, 9809, 9959,

Como curiosidad, ninguno de los primeros nimeros del
listado es multiplo de 3. Hay que esperar a llegar a
7431 y 8031 para que aparezca.

De igual forma se pueden buscar otros tipos.

Cuadrados:

1
40401
62001
96721
1218601
192721
326041
410881
555025
660969
583929
772641
786769
822649

Triangulares
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1
46971
79003
93961
166753
203203
224785
286903
334153

Entre la sucesion de Fibonacci solo hemos encontrado
dos (con cota 100000), el 1y el 1597.

Como no se advierte ninguna propiedad especial, lo
dejamos por ahora.

NUMEROS DE FORTUNE

A los numeros que vamos a estudiar se les suele llamar
afortunados, pero esa denominacion puede confundirse
con otras parecidas, como i
suerteo. Por el |l o | os nomb
matematico que los estudié, que fue Reo Franklin
Fortune.

Para definirlos bien podemos comenzar recordando los
nameros de Euclides. Son aquellos formados por el
producto de los primeros numeros primos con el
afiadido de una unidad:
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E(n)=p*p2*ps* € . n¥1p

(Ver
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero de Eu
clides

y
http://oeis.orqg/A006862 )

Los conocimos en la demostracion clasica de la infinitud
de ndmeros primos, y unos son primos y otros
compuestos, como 30031=59*5009.

Al primer sumando en la definicion se le llama primorial,
y ya lo hemos estudiado en nuestro blog

http://hojaynumeros.blogspot.com/2012/02/el -
primorial.html

El primorial se suele representar como N#, siendo N el
niamero de factores primos consecutivos de su
producto. Por ejemplo, 4#=2*3*5*7=210.

Llamemos Q(n) al primer primo posterior al nimero de
Euclides E(n) de orden n, es decir, posterior a n#+1.

Puede ocurrir que la diferencia P(n) = Q(n)-n# sea un
namero primo, y en ese caso diremos que P(n) es un
namero afortunado o de Fortune. Este autor conjeturd
que todos ellos serian primos. Es una cuestion no
demostrada audn.
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Por ejemplo, 2*3*5=30 es el tercer primorial, por lo que
31 es un numero de Euclides. Su primo mas préximo en
orden creciente es 37, y la diferencia 37-30=7 es prima,
luego 7 es un namero afortunado.

En siguiente pagina de MathWorld puedes consultar lo
mas importante sobre estos niameros.

http://mathworld.wolfram.com/FortunatePrime.html

BlUsquedas

Podemos reproducir la lista de numeros afortunados
segun el orden creciente de primoriales. El
inconveniente, nada grave con una hoja de calculo, es
que resultaran desordenados y duplicados, pues
existen soluciones iguales para distintos ordenes.
Probamos con este tipo de busqueda. Usaremos la
siguiente funcion:

Function fortune(n)
dim i,k,p,q,]

k=0

j=2

p=1
fori=1ton

pP=p*j OLos primoriales se van

j=primprox() 6 Se afade un nuevo
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next i

g=primprox(p+1) -p Sé restan el siguiente primo y el
primorial

I f espri mo( &la difdneacn ekprimga, ges
afortunado.

fortune=k

end function

La funcidon devuelve un cero si el primo buscado no es
afortunado o un numero primo si lo es. Con ella
podemos descubrir los primeros nameros de Fortune.
Solo podemos llegar al orden 9 porque se produce
desbordamiento:

1. 3

2.5

Orden Num. Fortune 3,7
; g 4, 13
D ! =

4 13 ,

5 23 r, 139
6 17 8, 23
7 19 9, 37
8 23 10, B1
9 37 11, 67
12, B1
Estan publicados en @3, M

_ 14, 47
http://oeis.org/A005235 de forma no 15. 107

ordenada y con duplicados: 3, 5, 7, 13, 23, |[@16, 59
17, 19, 23, 37, 61, 67, 61, 71, 47, 107, 59, }; f;a
61, 109, 89, 103, 799, s9 -,

. 20, 103
Para retardar el desbordamiento podemos [§-
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usar la version en PARI:

fortune(n)=my(k=0,j=2,p=1);for(i=1,n,p=p*};j=nextpri
me(j));g=nextprime(p+1) -q;if(isprime(q),k=q);k

print(fortune(4))

Este seria el resultado:

No parece que el tema dé para mas con las
herramientas de célculo que usamos. Si consultas el
tema en otras paginas descubriras que es una cuestion
limitada.

NUMEROS DE DUFFY

Estos numeros, llamados asi por Richard Duffy, son
ndmeros compuestos que son primos con la suma de
sus divisores, es decir, con el valor de la funcion SIGMA
(s). En ellos no existe ningun divisor comun entre N y
s(N).

Por ejemplo, es duffiniano el 111, que es compuesto, ya
que 111=3*37, y la suma de sus divisores es
s(111)=111+37+3+1=152, cuya descomposicion
factorial es 2°*19. Los factores primos de 111 son 3y
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37, mientras que los de la suma de sus divisores son 2
y 19, luego son primos entre siy 111 es duffiniano.

Se excluyen los primos porque cumplen la condicion de
forma trivial: si p es primo, s(p)=1+p, y dos nameros
consecutivos siempre son primos entre si (intenta
calcularles el M.C.D.).

En el resto del texto podremos aplicar la propiedad de
que SIGMA es wuna funcibn multiplicativa (ver
http://www.hojamat.es/sindecimales/divisibilidad/teoria/t
eordivi.pdf), es decir, que si m y n son primos entre si,
se cumple que s(a.b)=s(a).s(b)

Lista de los primeros nimeros duffinianos

En este estudio no es necesario acudir a un algoritmo.
Basta exigir que MCD(N,SIGMA(N))=1.

En Excel disponemos de la funcion M.C.D y en PARI
gcd. Respecto a la funcion SIGMA, no esta
implementada en hojas de calculo, pero puedes usar la
disefiada en

https://hojaynumeros.blogspot.com/2019/10/la-funcion-
sigma-y-sus-traslados.html

En PARI se usa la funcién sigma, tal cual.
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Puedes construir una lista en la que todos los nimeros
sean coprimos con los valores de SIGMA en ellos. Los
primeros que obtendras son los siguientes:

4, 8,9, 16, 21, 25, 27, 32, 35, 36, 39, 49, 50, 55, 57, 63,
64, 65, 75, 77, 81, 85, 93, 98, 100, 111, 115, 119, 121,
125, 128, 129, 133, 143, 144, 155, 161, 169, 171, 175,
183, 185, 187, 189, 201, 203, 205, 209, 215, 217, 219,
221, 225, 235, 237, 242,

Esos son los primeros nameros duffinianos. Los tienes
publicados en http://oeis.org/A003624

Como su busqueda no presenta problemas, nos
dedicaremos aqui a estudiar tipos especiales y a
explicar propiedades.

Tipos especiales

Hemos visto que entre ellos no hay numeros primos,
pero si observamos que pertenecen a la lista potencias
de primos, como 8, 9, 16,

Para estudiarlos nos basta con el siguiente desarrollo:
A p N A A E N
Vemos que la potencia unicamente es divisible entre p y

sus primeras potencias, pero en el segundo siempre
obtendriamos un resto igual a 1 al dividir. Por tanto:
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Todas las potencias de un namero primo y exponente
mayor que 1 son nameros duffinianos.

Esta propiedad garantiza la infinitud de los nimeros de
este tipo.

Semiprimos

Los ndamero semiprimos N se descomponen como
N=p*q, siendo p y q primos. Si ambos son iguales, N
sera el cuadrado de un numero primo, y acabamos de
ver que si sera duffiniano. Si son distintos p y g, no
todos estos semiprimos lo seran. En efecto, por la
propiedad multiplicativa, si N=pq con p<>q, tendremos

s(N)=s(p)* s(a)=(1+p)(1+q)

Para que N sea duffiniano, ha de ser primo con s(N), lo
gue exige que p sea primo con gq+1 y q lo sea con p+1.
No todos los pares de primos cumplen esta condicion.

Los primeros que si la cumplen son:

21, 35, 39, 55, 57, 65, 77, 85, 93, 111, 115, 119, 129,
133, 143, 155, 161, 183, 185

Por ejemplo, 35=5*7, s(35)=(5+1)(7+1)=48, que es
primo con 35.

Por el contrario, existen otros semiprimos que, o bien p
tiene factores comunes con g+1 o q los posee con p+1.
Los primeros son estos:

149



15, 33, 51, 69, 87, 91, 95, 123, 141, 145, 159, 177, 213,
249, 267, 287, é

Asi, por ejemplo, 69=3*23 y s(69)=(3+1)(23+1)=96, que
posee un divisor comun con 69, que es el 3. Esto se ha
producido porque 3 no es primo con (23+1)

Resumiendo, existen semiprimos duffinianos y otros
gue no lo son, dependiendo de las relaciones entre sus
dos factores.

Cuadrados

Todos los cuadrados de primos pertenecen a este tipo
gue estudiamos, pero también existen cuadrados de
compuestos. En la tabla se han incluido los primeros,
junto con el valor de SIGMA y la descomposicion
factorial de ambos, para comprobar que no presentan
factores comunes.

Cuadrado S\gma Factores Factores de Sigma
16 3 24  [31.1]
Observamos que 36 91 2.203.2 [7.1013.1]
. 64 127 2.6  [127.1]
entre ellos figuran o1 11 VYR
. . 100 217 22052 |[7.131.1]
potencias de primos, 144 402 24032 [31]21.1]
225 403 3,252 [13.1]31,1]
gue ya sabemos que 256 511 2.8  |[7.1073.1]
324 847 2234 [7.1011,2]
pertenecen. Entre los R Y
484 931 [2,2011,2] |[7.2[19.1]
de base compuesta, 676 1651 [2.6]2.2] |[13.1][127,1]
625 781 5.4 [1,1)71.1]
vemos que los hay de 676 1281 (22132 [BA7AE11]
) 729 1093 [3.6]  [1093.1]
dos factores primos 784 1767 247,21 |[3.1]119.1]31,1]
900 2821 | [2,2][3.21(5.2] [[7.1]113.1][31.1]
distintos Yy también de 1024 2047 (2.10]  [23.1][89.1]
1089 1729 3.2011,2] |[7.1[13.1][18,1]
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tres, como el 900, por lo que no parece que haya
limitacion en este detalle.

Triangulares y oblongos

Un ndmero triangular es del tipo m(m+1)/2. Los
primeros triangulares duffinianos son:

3, 21, 36, 55, 171, 253, 325, 351, 595, 741, 903, 1081,
1225, 1711, 1953, é

Por ejemplo, 325 es triangular, porque 325=25*26/2, el
valor de s(325)=434, y no tienen divisores comunes, ya
que 325=5%*13 y 434=2*7*31

Con los oblongos la situacién es muy distinta. Sélo he
encontrado seis ejemplos, que suben pronto a numeros
de trece cifras. He seguido buscando, y no he
encontrado mas ejemplos empleando un tiempo
razonable.

Son estos: 2, 2450, 2827442, 3262865762,
3765344262050, 4345204015540082

Por ejemplo, 3262865762 es oblongo, porque
3262865762=57121*57122. Su funciéon SIGMA tiene el
valor de 5324420103. Ambos nimeros son primos entre
Si.

3262865762=2*13"*239° y
5324420103=3*19*3019*30941
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No tienen factores comunes.

Cubos y cuartas potencias

En estos dos caso deberemos excluir las potencias de
primos, que ya sabemos con seguridad que son
duffinianos.

Cubos

Usaremos una condicion triple, y es que sea un cubo,
también duffiniano y, por dltimo, que su base no sea
prima. Con este condicionamiento soélo obtenemos
estos casos entre 2 y 50000:

lcubo  [sigma | Base no primal
64 127 4
512 1023 8
729 1093 9
4096 8191 16
9261 16000 21
15625 19531 25
19683 29524 27
32768 65535 a2

46656 138811 36

En la primera columna figuran los cubos obtenidos, que
se ve que son primos con los valores de sigma de la
segunda columna. En la tercera podemos observar que
las bases pueden ser mdltiplos de 2, 3, 5 0o 7. No hay
exclusiones.
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Un ejemplo seria el 9261, que es el cubo de 21, por lo
que sus factores primos son 3y 7. La suma de divisores
de 9261 es 16000, cuyos factores es claro que son 2 y
5. Por tanto, 9261 es duffiniano.

Cuartas potencias

Procedemos de la misma forma, y obtendremos estos
primeros casos menores que 100000:

[ Potencia [sigma | Base no prima |
1206 3751 6
10000 24211 10
20736 61831 12
38416 86831 14
50625 94501 15

Asi, 38416 es igual a 14*, por lo que sus factores seran
2 y 7. Su funciéon SIGMA tiene un valor de 86381, que
es el producto de 31 por 2801, nUmeros primos que no
coincidencon 2y 7.

Duffinianos consecutivos

Estudiando la lista de duffinianos se observa que
existen en ella consecutivos, como 8 y 9. No es dificil
encontrar mas ejemplos. En la lista siguiente figura el
primer numero del par. En ella también existen pares de
consecutivos, que suponen un conjunto de tres:

153



8, 35, 49, 63, 64, 128, 143, 242, 323, 324, 391, 399,
484, 511, 512, 575, 578, 721, 722, 784, 799, 899, 900,
1024, 1057, 1156, 1250, 1295, 1351, 1443, 1444, 1681,
1921, 1936, é

En efecto, la lista descubre conjuntos de  tres
consecutivos {63, 64, 65}, {323, 324, 325}, {611, 512,
513}, é

Con esto se puede dar por agotado el tema.

POLIGORIALES

Los nameros poligoriales se definen de forma similar a
los factoriales, pero en lugar de multiplicar nimeros
naturales consecutivos, lo hacen con los numeros
poligonales.

Un nimero poligorial de orden k equivale al producto de
los primeros numeros poligonales de orden k. Por
ejemplo, 180 es poligorial de orden 3, porque es el
producto de los cuatro primeros numeros triangulares:
180=1*3*6*10. 518400 lo es de orden 4, porque
equivale al producto de los cuadrados 1, 4, 9, 16, 25y
36.

En el caso de los factoriales los factores son nimeros
naturales, y no hay que calcularlos previamente al
producto, pero en el caso de los poligoriales, cada
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factor posee su propia formula, que hay que evaluar.
Como trabajamos con numeros poligonales, es util usar
la misma férmula en todos los 6rdenes, aunque luego
exista la posibilidad de simplificacion en cada caso. Es
la siguiente:

En ella k es el orden y n la longitud de un lado, que es
la variable que se recorre al plantear el producto.

Con esta formula no es dificil encontrar una funcion que
devuelva el valor de un poligorial de parametros ny k:

Public Function poligorial(n, k)
Dimi, |, p

If k < 2 Then poligorial = 1: Ext Functi on
definen poligonales de dos lados

p=16l nicio del producto de
Fori=1Ton

p=p*i*(i*(k -2)-k+4)/26Cada factor

con la formula para poligonales
Next i

poligorial = p

End Function
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